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КВАЗИЛИНЕЙНАЯ ЭКОНОМИКА И ЧАСТНОЕ
РАВНОВЕСИЕ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì òåîðåòè÷åñêîå îñíîâàíèå ìîäå-
ëåé частного равновесия, òî åñòü òàêèõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ðàâíîâåñèå íà ðûíêå îäíîãî òîâàðà â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî öåíû âñåõ îñòàëüíûõ òîâàðîâ îñòàþòñÿ ôèêñèðîâàííû-
ìè.

Êàê èçâåñòíî, ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå êàæäîãî áëàãà â ìîäåëÿõ
îáùåãî ðàâíîâåñèÿ çàâèñÿò, âîîáùå ãîâîðÿ, îò öåí âñåõ ðàññìàò-
ðèâàåìûõ áëàã. Òàêàÿ çàâèñèìîñòü íå ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòü
ðûíêè áëàã ïî îòäåëüíîñòè, ïîñêîëüêó èçìåíåíèÿ íà îäíîì ðûí-
êå âëèÿþò íà ñèòóàöèþ íà äðóãèõ ðûíêàõ, ïðèâîäÿ ê ñäâèãó
êðèâûõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà ýòèõ ðûíêàõ. Ýòî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïðèâîäèò ê ñäâèãàì êðèâûõ ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ íà äàí-
íîì ðûíêå è ò.ä. Ïîýòîìó ÷àñòíûé ðàâíîâåñíûé àíàëèç îêàçûâà-
åòñÿ êîððåêòíûì òîëüêî â ñèòóàöèÿõ, êîãäà óêàçàííûå çàâèñè-
ìîñòè îòñóòñòâóþò èëè êîãäà èìè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Ýòî ñëó÷àé òàê íàçûâàåìûõ êâàçèëèíåéíûõ ïðåä-
ïî÷òåíèé. Åñëè ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé êâàçèëèíåéíû, òî
ôóíêöèÿ ñïðîñà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòèì ïðåäïî÷òåíèÿì õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ îòñóòñòâèåì ýôôåêòà äîõîäà. Åñëè ê òîìó æå ïðåäïî÷-
òåíèÿ è òåõíîëîãèè ñåïàðàáåëüíû, òî ðûíêè îêàçûâàþòñÿ ïîëíî-
ñòüþ íåçàâèñèìûìè è ïðè èçìåíåíèÿõ íà îäíîì èç íèõ ñîñòîÿ-
íèÿ ïðî÷èõ ðûíêîâ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Â äàííîì ðàçäåëå
íàì ïðåäñòîèò ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñêàçàííîå.

Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ýêîíîìèêó ñ  l + 1 áëàãîì, m ïîòðåáèòåëÿìè  è n ïðîèç-
âîäèòåëÿìè. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç I = {1, ..., m} ìíîæåñòâî ïî-
òðåáèòåëåé, à ÷åðåç J = {1, ..., n} ìíîæåñòâî ïðîèçâîäèòåëåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ i-ãî ïîòðåáèòåëÿ îïèñûâà-
þòñÿ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè  ñëåäóþùåãî âèäà: ui(xi1,..., xil, zi) =
vi(xi1,..., xil) + zi. Ýòó ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ïðèíÿòî íàçûâàòü ква-
зилинейной. Ïîñëåäíåå áëàãî áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê äåíü-
ãè.42 Â äàëüíåéøåì, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, áóäåì ïðåäïî-

                                          
42 Òåì ñàìûì ìû èìååì â âèäó ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: ðàññìàò-

ðèâàåìàÿ íàìè ýêîíîìèêà ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ÷àñòüþ íåêîòîðîé áîëüøåé
ýêîíîìèêè, â êîòîðîé ýòè äåíüãè ìîæíî ïîòðàòèòü íà ïîêóïêó ïðîèçâî-
äÿùèõñÿ òàì òîâàðîâ.

ëàãàòü ÷òî âåëè÷èíà zi ìîæåò ïðèíèìàòü è îòðèöàòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ.43 Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêè äîïóñòè-
ìûõ ïîòðåáèòåëüñêèõ íàáîðîâ ïîòðåáèòåëÿ i çàäàíî îãðàíè÷å-
íèÿìè xik # 0.

Êàæäûé ïîòðåáèòåëü ñòàëêèâàåòñÿ ñ áþäæåòíûì îãðàíè÷å-
íèåì, ôîðìèðóåìûì åãî íà÷àëüíûìè çàïàñàìè è äîõîäàìè, ïî-
ëó÷àåìûìè îò âëàäåíèÿ ôèíàíñîâûìè àêòèâàìè. Ïóñòü êàæäûé
ïîòðåáèòåëü îáëàäàåò íà÷àëüíûìè çàïàñàìè òîëüêî (l+1)-ãî áëàãà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íà÷àëüíûé çàïàñ ïîòðåáèòåëÿ i èìååò âèä (0, 0,
..., 0, ωi), ïðè÷åì ωi# 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïîòðåáèòåëü i∈ I
ïîëó÷àåò äîõîä îò âëàäåíèÿ àêòèâàìè  â âèäå äîëåé îò ïðèáûëè
ôèðì. ×èñëà γij # 0, i∈ I, j∈ J çàäàþò ðàñïðåäåëåíèå ïðàâ íà ïîëó-
÷åíèå ïðèáûëè, ò.å. γij  îáîçíà÷àåò äîëþ ïîòðåáèòåëÿ i â ïðèáûëè
ôèðìû j.

Ïðîèçâîäèòåëè â ìîäåëè ïðåäñòàâëåíû òåõíîëîãèÿìè âèäà
(y1,..., yl, –r), ãäå yk #0 äëÿ âñåõ k = 1, ..., l — îáúåìû âûïóñê ïåðâûõ l
áëàã, à  r # 0 — çàòðàòû ïîñëåäíåãî l + 1-ãî áëàãà íà ïðîèçâîäñòâà
ïåðâûõ l áëàã. Òàêèì îáðàçîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åäèíñòâåííûì
çàòðà÷èâàåìûì áëàãîì â êàæäîì òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå ÿâ-
ëÿåòñÿ (l+1)-îå áëàãî — äåíüãè.44 Â àíàëèçå óäîáíî îïèñûâàòü
òåõíîëîãèè ñ ïîìîùüþ функции издержек cj(y1,..., yl) (êîòîðàÿ êà-
æäîìó âåêòîðó îáúåìîâ ïåðâûõ l áëàã ñîïîñòàâëÿåò íåîáõîäèìûå
äëÿ ïðîèçâîäñòâà ýòèõ îáúåìîâ çàòðàòû (l+1)-ãî áëàãà).  Äëÿ òîãî,
÷òîáû ôîðìàëüíî óñòàíîâèòü ñâÿçü ôóíêöèè èçäåðæåê ñ òåõíîëî-
ãè÷åñêèì ìíîæåñòâîì ïðåäïðèÿòèÿ j (Zj), ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùóþ çàäà÷ó:

 r → min 
 r

 (y1,..., yl, –r) ∈  Zj.
Ôóíêöèÿ cj(y) ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó âåêòîðó âûïóñêîâ y =

(y1,..., yl) çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è. Â ïðåäïîëîæåíèè çàìêíóòîñòè
òåõíîëîãè÷åñêîãî ìíîæåñòâà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò,
åñëè ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå45. Â äàëü-

                                          
43 Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ââåäåíî äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà. Â äàëüíåéøåì

ïðåäëàãàþòñÿ óñëîâèÿ, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò íåîòðèöàòåëüíîñòü çíà÷å-
íèé zi â ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ.

44 Âîîáùå ãîâîðÿ, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåêîòîðûå èç ïåðâûõ l
áëàã çàòðà÷èâàþòñÿ â ïðîèçâîäñòâå, è äëÿ íèõ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ yj < 0;
ýòî íèêàê íå èçìåíèò âûâîäîâ.

45 Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå èñïîëüçóåìûõ äàëåå ýëåìåíòîâ òåîðèé ïî-
òðåáèòåëÿ è ïðîèçâîäèòåëÿ ÷èòàòåëè ìîãóò íàéòè â ñëåäóþùèõ èñòî÷-
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íåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé âûïóñ-
êîâ y, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå ðàññìàòðè-
âàåìîé çàäà÷è, ñîâïàäàåò ñ "l

+. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåð-
æåê cj(⋅) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå "l

+, ò.å. âñå íåîòðèöàòåëüíûå
âûïóñêè âîçìîæíû. Çàìåòèì, ÷òî âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà Zj ãà-
ðàíòèðóåò âûïóêëîñòü ôóíêöèè cj(⋅).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê îäíîçíà÷íî îïèñûâàåò
òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàáîð (y, –r)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

r # cj(y),
y # 0,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó äîïóñòè-
ìûõ òåõíîëîãèé: (y, –r) ∈  Zj. Äëÿ ýòîãî ìîæíî äîïîëíèòåëüíî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî Zj óäîâëåòâîðÿëî
ñâîéñòâó ñâîáîäû ðàñõîäîâàíèÿ (ìîæíî «âûáðàñûâàòü» áëàãà):

 (y, –r) ∈  Zj       ⇒       (y′, –r′) ∈  Zj  ∀  (y′, –r′) ) (y, –r).
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà òèïà ýêîíîìèê. Â îäíîé èç íèõ

(ýêîíîìèêà .1 ) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòðåáèòåëü íå ñòàëêèâàåòñÿ
ñ îãðàíè÷åíèåì òèïà zi # 0 (ìîæåò «áðàòü â äîëã» íåîãðàíè÷åííóþ
ñóììó äåíåã). Â äðóãîé ýòî îãðàíè÷åíèå ïðèíèìàåòñÿ (ýêîíîìèêà
.2).

Ïîä äîïóñòèìûì ñîñòîÿíèåì êâàçèëèíåéíîé ýêîíîìèêè .1
ìû áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ñîñòîÿíèå {(x1, z1), ..., (xm, zm), (y1, r1), ...,
(yn, rn)}, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

 

$
i∈ I

xik ) 
 

$
j∈ J

yjk,   k = 1, ..., l,

 

$
i∈ I

zi + 
 

$
j∈ J

rj ) 
 

$
i∈ I

ωi,

rj # cj(yj),   j ∈  J,
xi # 0,   i ∈  I,        yj # 0,   j ∈  J.

Ñîîòâåòñòâåííî, ïîä äîïóñòèìûì ñîñòîÿíèåì êâàçèëèíåéíîé
ýêîíîìèêè .2  ìû áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ñîñòîÿíèå {(x1, z1), ..., (xm,
zm), (y1, r1), ..., (yn, rn)}, ÷òî âûïîëíåíû âñå âûøåïðèâåäåííûå óñ-
ëîâèÿ, è, êðîìå òîãî, zi # 0, i ∈  I.

                                                                                        
íèêàõ: Mas-Colell A., Whinston M., Green J. Microeconomic Theory Ox-
ford University Press, 1995; Varian H. Microeconomic Analysis, 3rd ed.,
Norton, 1992; Áóñûãèí Â.Ï., Æåëîáîäüêî Å.Â., Öûïëàêîâ À.À. Ëåêöèè
ïî ìèêðîýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè, Íîâîñèáèðñê, 1998.

1. Характеристика Парето-
оптимальных состояний в
квазилинейных экономиках

Êâàçèëèíåéíîñòüþ ïðåäïî÷òåíèé ïîòðåáèòåëåé îáúÿñíÿåòñÿ
ðÿä îñîáûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîé ýêîíîìèêè. Â ÷àñòíîñòè,
àíàëèçèðîâàòü Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ â êâàçèëèíåéíîé
ýêîíîìèêå ìîæíî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè:

 

$
i∈ I

vi(xi) – 
 

$
j∈ J

cj(yj) → max
 

$
i∈ I

xik ) 
 

$
j∈ J

yjk,   k = 1,...,l, (/)

xi # 0,   i ∈  I,
yj # 0,   j ∈  J.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 8.
1) Ïóñòü
 {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)} —
Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå â êâàçèëèíåéíîé ýêîíî-
ìèêå .1. Òîãäà íàáîð
 (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/).
2) Îáðàòíî, ïóñòü
 (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/).
Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå (z-1, ..., z-m, r-1, ..., r-n), ÷òî
 {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)} —
Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå â êâàçèëèíåéíîé ýêîíî-
ìèêå .1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Íàïîìíèì, ÷òî êàæäîå Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå,
 {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n,r- n)}

ïðè ëþáîì i0 ∈  I ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

 v
 
i0
(x

 
i0
) + z

 
i0
 → max

vi(xi) + zi # vi(x- i) + z-i
 , i ≠ i0
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$
i∈ I

xik ) 
 

$
j∈ J

yjk,   k = 1, ..., l,

 

$
i∈ I

zi + 
 

$
j∈ J

rj ) 
 

$
i∈ I

ωi,

rj # cj(yj),   j ∈  J,
xi # 0,   i ∈  I,      yj # 0,   j ∈  J.

Êàê íåñëîæíî ïîêàçàòü, â ýòîé çàäà÷è ïåðâîå, òðåòüå è ÷åò-
âåðòîå íåðàâåíñòâà ìîæíî çàìåíèòü íà ðàâåíñòâà, íå èçìåíÿÿ
ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è. Âûðàæàÿ èç ýòèõ ðàâåíñòâ zi è rj è
èñêëþ÷àÿ èõ èç îñòàâøèõñÿ íåðàâåíñòâ, âèäèì, ÷òî äàííàÿ çàäà-
÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (/).

2) Ïóñòü òåïåðü (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
(/). Ìû ìîæåì âçÿòü r-j = cj(y- j) ∀ j. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå z-j,
òàêèå ÷òî èõ ñóììà ðàâíà

 

$
i∈ I

z-i = 
 

$
i∈ I

ωi – 
 

$
j∈ J

r-j. (()

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ñîñòîÿíèå
S-  = {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)}

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ñîñòîÿíèåì ýêîíîìèêè .1. Äîêàæåì, ÷òî
îíî Ïàðåòî-îïòèìàëüíî. Ïóñòü ýòî íå òàê, è ñóùåñòâóåò äðóãîå
äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè .1,

 S( = {(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},
òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ ïîòðåáèòåëåé (i ∈  I)

vi(x(i) + z(i # vi(x- i) + z-i
 ,

è ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ïîòðåáèòåëü i0, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíåíî

 v
 
i0
(x(

 
i0
) + z(

 
i0
 > v

 
i0
(x-

 
i0
) + z-

 
i0
.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì
 

$
i∈ I

vi(x(i) + 
 

$
i∈ I

z(i > 
 

$
i∈ I

vi(x- i) + 
 

$
i∈ I

z-i
 . ((()

Ïîñêîëüêó S( — äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå, òî
 

$
i∈ I

z(i + 
 

$
j∈ J

r(j ) 
 

$
i∈ I

ωi

è
r(j # cj(y(j),   j ∈  J,

îòêóäà
 

$
i∈ I

z(i ) 
 

$
i∈ I

ωi – 
 

$
j∈ J

cj(y(j). (((()

Ñêëàäûâàÿ ((), ((() è ((((), ïîëó÷àåì

 

$
i∈ I

vi(x(i) – 
 

$
j∈ J

cj(y(j) > 
 

$
i∈ I

vi(x- i) – 
 

$
j∈ J

cj(y- j).

Ïîñêîëüêó (x(1, ..., x(m, y(1, ..., y(n) ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å

(/), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñîñòîÿíèÿ S( ïðîòèâîðå-
÷èò îïòèìàëüíîñòè (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)  â çàäà÷å (/).  &

Â ñëó÷àå ýêîíîìèêè .2 ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàííîé òåîðåìû äëÿ
ýêîíîìèêè .2 â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíà (ñì. íèæåïðèâåäåííûé
ïðèìåð).  Âòîðàÿ ÷àñòü âåðíà ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæå-
íèè î òîì, ÷òî ñîâîêóïíûå íà÷àëüíûå çàïàñû äîñòàòî÷íî âåëèêè.

Êàê âèäíî èç âûøåïðèâåäåííîé òåîðåìû, çàäà÷à ïîèñêà Ïà-
ðåòî-îïòèìóìà äëÿ ýêîíîìèêè .1 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å (/). Â òî
æå âðåìÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ýêîíîìèêè .2
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé äëÿ
ýêîíîìèêè .1. Ïîýòîìó íå èñêëþ÷åíà ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé Ïàðå-
òî-îïòèìóì ýêîíîìèêè .2 íå ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìóìîì ýêîíî-
ìèêè .1 è, ñëåäîâàòåëüíî, íå áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (/).

Íåñëîæíî ïðèäóìàòü ïðèìåð ýêîíîìèêè .2 è Ïàðåòî-
îïòèìóìà ýòîé ýêîíîìèêè, òàê ÷òîáû â ýòîì Ïàðåòî-îïòèìóìå
îãðàíè÷åíèå zi # 0 îêàçàëîñü ñóùåñòâåííûì äëÿ îäíîãî èç ïîòðå-
áèòåëåé, è ïðè ñíÿòèè ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî áûëî áû óâåëè-
÷èòü ïîëåçíîñòü îäíîãî èç ïîòðåáèòåëåé, íå óìåíüøàÿ ïîëåçíîñòü
îñòàëüíûõ. ×èòàòåëü ìîæåò ñêîíñòðóèðîâàòü òàêîé ïðèìåð ñàìî-
ñòîÿòåëüíî.

Íî äàæå åñëè â Ïàðåòî-îïòèìóìå ýêîíîìèêè .2 âñå îãðàíè-
÷åíèÿ zi # 0 âûïîëíÿþòñÿ êàê ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, ñíÿòèå äàí-
íûõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò ïîçâîëèòü îñóùåñòâèòü Ïàðåòî-
óëó÷øåíèå. Ïðèâåäåì ïðèìåð.

Ïðèìåð 1.
Ðàññìîòðèì ýêîíîìèêó ñ îäíèì ïîòðåáèòåëåì (m = 1), îäíèì

ïðîèçâîäèòåëåì (n = 1) è äâóìÿ áëàãàìè (l + 1 = 2). Äëÿ óïðîùåíèÿ
îáîçíà÷åíèé èíäåêñû áóäåì îïóñêàòü. Ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëÿ
çàäàíû ôóíêöèåé v(x) = 5x3 – 9x2 + 6.9x, à òåõíîëîãè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî ôèðìû — ôóíêöèåé èçäåðæåê c(x) = x4. Îáå ôóíêöèè ÿâëÿ-
þòñÿ âîçðàñòàþùèìè ïðè x # 0, ïîýòîìó y = x,  r = c(x) è z + r = ω,
òàê ÷òî ïîèñê Ïàðåòî-îïòèìóìà ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè ôóíê-
öèè

 v(x) – c(x)
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ x # 0 è c(x) ) ω. Çäåñü îãðàíè÷åíèå c(x) ) ω ñî-
îòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèþ z # 0. Ìîæíî ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå îã-
ðàíè÷åíèå â âèäå x ) c

–1
 (ω).

Ïóñòü ω = 1, ïðè ýòîì c
–1
 (ω) = 1. Êàê âèäíî íà Ðèñ. 34 ôóíê-

öèÿ v(x) – c(x) èìååò äâà ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìà: x1 ≈ 0.83473 è x2 ≈
1.6988. Òîëüêî âòîðîé èç ýòèõ ìàêñèìóìîâ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì.
Ïàðåòî-îïòèìóì ýêîíîìèêè .2 äîñòèãàåòñÿ ïðè x = x1, ïîñêîëüêó
ìàêñèìèçàöèÿ èäåò íà îòðåçêå [0, 1]. Â òî æå âðåìÿ Ïàðåòî-
îïòèìóì ýêîíîìèêè .1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è (/)
äîñòèãàåòñÿ ïðè x = x2.    !!!!

Â ýòîì ïðèìåðå êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíê-
öèÿ v(⋅) íå ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé. Ìîæíî áûëî ïîñòðîèòü ïîäîáíûé
ïðèìåð èíà÷å: òàê, ÷òîáû ôóíêöèÿ v(⋅) áûëà âîãíóòîé, íî ôóíê-
öèÿ èçäåðæåê íå áûëà âûïóêëîé. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà àíàëîãà ïåðâîé ÷àñòè ïðåäûäóùåé òåîðåìû â «âûïóê-
ëîé» ýêîíîìèêå .2 ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âñå ôóíêöèè vi(⋅⋅⋅⋅)
áûëè âîãíóòûìè, à ôóíêöèè cj(yj) — âûïóêëûìè. Àíàëîãîì ýòîé
òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ ýêîíîìèêè .2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 9.
1) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè vi(⋅) âîãíóòû, à ôóíêöèè
èçäåðæåê cj(⋅) âûïóêëû, è ïóñòü

 S-  = {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)} —
Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå â êâàçèëèíåéíîé ýêîíî-
ìèêå .2, ïðè÷åì z-i > 0 ∀ i. Òîãäà íàáîð
 (x- 1, ..., x-m, y-1, ..., y-n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/).
2)  Îáðàòíî, ïóñòü
 (x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/), ïðè÷åì

  
 

$
i∈ I

ωi – 
 

$
j∈ J

cj(y- j) # 0.

Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå (z-1, ..., z-m, r-1, ..., r-n), ÷òî
 {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)} —
Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ñîñòîÿíèå â êâàçèëèíåéíîé ýêîíî-
ìèêå .2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå

óòâåðæäåíèå: åñëè S-  — Ïàðåòî-îïòèìóì â ýêîíîìèêå .2, óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì òåîðåìû, òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-
îïòèìóìîì â ñîîòâåòñòâóþùåé ýêîíîìèêå .1. Åñëè ýòî óòâåðæäå-
íèå âåðíî, òî äîêàçûâàåìîå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì ñëåäñòâèåì
ïðåäûäóùåé òåîðåìû.

Äîêàæåì ýòî âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî.
Ïóñòü â ñîîòâåòñòâóþùåé ýêîíîìèêå .1 ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå
ñîñòîÿíèå

 S( = {(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},

êîòîðîå äîìèíèðóåò ïî Ïàðåòî ñîñòîÿíèå S- .
Ðàññìîòðèì âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ ýòèõ äâóõ ñîñòîÿíèé:
 S(α) = αS-  + (1 – α)S(,  α ∈ [0, 1] .
Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëîå α > 0, òàêîå ÷òî S(α) ÿâëÿåòñÿ

äîïóñòèìûì â ýêîíîìèêå .2. Îäíàêî ïðè α > 0 ñîñòîÿíèå S(α)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Ïàðåòî-óëó÷øåíèå â ýêîíîìèêå .2 ïî ñðàâíå-
íèþ ñ S- , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå äîêàçàòåëüñòâà îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.

2) Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.  &

Ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò íàì â ñëó÷àå êâà-
çèëèíåéíîé ýêîíîìèêè èñïîëüçîâàòü çàäà÷ó (/) äëÿ àíàëèçà Ïà-
ðåòî-îïòèìàëüíûõ ñîñòîÿíèé. Òàê êàê â äîñòàòî÷íî øèðîêîì
êëàññå ñëó÷àåâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (/) îïèñûâàþò Ïàðåòî-ãðàíèöó,
òî öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è (/) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøå-
íèÿ âîïðîñà î ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðîãî äîïóñòèìîãî ñîñòîÿ-

0.5 1 1.5 2
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-0.05
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0.025
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íèÿ ê Ïàðåòî-ãðàíèöå. Â ñâÿçè ñ ýòèì, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü
ôóíêöèþ

 W(x, y) = 
 

$
i∈ I

vi(xi) – 
 

$
j∈ J

cj(yj)

â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà áëàãîñîñòîÿíèÿ.Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ïóñòü
 S( = {(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},

S0  = {(x0 1, z01), ..., (x0m, z0m), (y0 1, r01), ..., (y0n, r0n)} —
äîïóñòèìûå ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè .1 (.2 ). Òîãäà âûïîëíåíî ñëå-
äóþùàÿ òåîðåìà.

Теорема 10.
1) Åñëè êàæäûé èç ïîòðåáèòåëåé â ñîñòîÿíèè S( èìååò

íå ìåíüøóþ ïîëåçíîñòü, ÷åì â ñîñòîÿíèè S0, ò.å.
 vi(x(i) + z(i # vi(x0 i) + z0i ∀ i,
è

 
 

$
i∈ I

z0i + 
 

$
j∈ J

cj(y0 j) = 
 

$
i∈ I

ωi ,46

òî
 W(x(, y() # W(x0 , y0),
ïðè÷åì åñëè ñóùåñòâóåò ïîòðåáèòåëü i0, òàêîé ÷òî
 v

 
i0
(x(

 
i0
) + z(

 
i0
 > v

 
i0
(x0

 
i0
) + z0

 
i0

(ò.å. ñîñòîÿíèå S( äîìèíèðóåò S0 ïî Ïàðåòî), òî
 W(x(, y() > W(x0 , y0).
2) Äëÿ ýêîíîìèêè .1 âûïîëíåíî è îáðàòíîå: åñëè W(x(,

y() > W(x0 , y0), è

 
 

$
i∈ I

z(i + 
 

$
j∈ J

cj(y(j) = 
 

$
i∈ I

ωi ,

òî ñóùåñòâóþò z(i è r(j òàêèå, ÷òî ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè
 {(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì, ïðè÷åì
  vi(x(i) + z(i > vi(x0 i) + z0i ∀ i.

                                          
46 Ýòî óñëîâèå áóäåò, íàïðèìåð, âûïîëíåíî â ðàâíîâåñèè, òàêîì ÷òî x0 i

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ, à y0 j ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
ïðîèçâîäèòåëÿ ïðè íåîòðèöàòåëüíîñòè öåí.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.   &

Ïåðâàÿ ÷àñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ëþáîå
Ïàðåòî-óëó÷øåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîñòîì èíäèêàòîðà W(⋅).
Ñìûñë âòîðîé ÷àñòè ïðèâåäåííîãî óòâåðæäåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî åñëè W(x(, y() > W(x0 , y0), òî ìîæíî â ñîñòîÿíèè S( ïðîèçâåñòè
òàêèå òðàíñôåðòû (ïåðåðàñïðåäåëèòü äåíüãè), ÷òî íîâîå ñîñòîÿ-
íèå áóäåò ñòðîãî äîìèíèðîâàòü ñîñòîÿíèå S0 ïî Ïàðåòî. Çàìåòèì,
÷òî íåêîòîðûå zi  ïðè ýòîì ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíû.

Â Ïàðåòî-îïòèìóìå êâàçèëèíåéíîé ýêîíîìèêè èíäèêàòîð
áëàãîñîñòîÿíèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Ïóñòü W-  — ýòî ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå. Ñðàâíåíèå óðîâíåé áëàãîñîñòîÿíèÿ â àíàëèçè-
ðóåìîì ñîñòîÿíèè è â èäåàëüíîé ñèòóàöèè ïîçâîëÿþò êîëè÷åñò-
âåííî îöåíèòü ïîòåðè áëàãîñîñòîÿíèÿ. Ðàçíîñòü ìåæäó W-  è
óðîâíåì èíäèêàòîðà W(S) â íåêîòîðîì ñîñòîÿíèè S íàçûâàåòñÿ
чистыми потерями благосостояния:

 DL = W- – W(S).

Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâå Òåîðåìû 8 ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëíîå
îïèñàíèå ãðàíèöû Ïàðåòî ýêîíîìèêè .1:

Теорема 11.
Ñîñòîÿíèå {(x- 1, z-1), ..., (x-m, z-m), (y- 1, r-1), ..., (y- n, r-n)}

ÿâëÿåòñÿ Ïàðåòî-îïòèìàëüíûì ñîñòîÿíèåì â êâàçèëè-
íåéíîé ýêîíîìèêå .1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(x- 1, ..., x-m, y- 1, ..., y- n)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (/),
r-j = cj(y- j)

è

 
 

$
i∈ I

z-i =
 

$
i∈ I

ωi – cj(y- j).

Äîêàçàòåëüñòâî.
 Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.  &

Â ñèòóàöèè, êîãäà ôóíêöèè vi(⋅) ñòðîãî âîãíóòû, à ôóíêöèè
cj(⋅) âûïóêëû, ðåøåíèå çàäà÷è (/) åäèíñòâåííî, ïîýòîìó äâà Ïà-
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ðåòî-îïòèìàëüíûõ ñîñòîÿíèÿ â ýêîíîìèêå .1 (â ýêîíîìèêå .2,
åñëè z(i  è z0i  ïîëîæèòåëüíû)

{(x(1, z(1), ..., (x(m, z(m), (y(1, r(1), ..., (y(n, r(n)},

{(x0 1, z01), ..., (x0m, z0m), (y0 1, r01), ..., (y0n, r0n)},  —
ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ ëèøü îáúåìàìè ïîòðåáëåíèÿ (l+1)-ãî áëàãà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, x(i = x0 i  ∀  i ∈  I è y(j = y0 j  ∀  j ∈  J.

Ïîýòîìó, êàê íåñëîæíî çàìåòèòü â ñëó÷àå ýêîíîìèêè .1 ãðà-
íèöà Ïàðåòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïëîñêîñòü âèäà (÷èòàòåëþ
ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü ýòîò ðåçóëüòàò ñàìîñòîÿòåëüíî)

 
 

$
i∈ I

ui = const.

Â ýêîíîìèêå .2 ãðàíèöà Ïàðåòî ìîæåò «çàãèáàòüñÿ» èç-çà òî-
ãî, ÷òî íåêîòîðûå èç îãðàíè÷åíèé zi # 0 ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííû-
ìè, ÷òî èëëþñòðèðóåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Ïðèìåð 2.
Íà Ðèñ. 36. èçîáðàæåíà Ïàðåòî-ãðàíèöà â ýêîíîìèêå òèïà .2

ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: 2 áëàãà (l + 1 = 2), 2 ïîòðåáèòåëÿ, ñ
ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè

 u1 = 2 x1 + z1    è    u2 = 4 x2 + z2,
è îäèí ïðîèçâîäèòåëü ñ ôóíêöèåé èçäåðæåê
 c(y) = y.
Íà÷àëüíûå çàïàñû 2-ãî áëàãà ðàâíû 10.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (/) äàåò x1 = 1 è x2

= 4. Îäíàêî ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò òî÷êè ãðàíèöû Ïàðåòî òîëüêî
ïðè u1 ∈  [2, 7]. Ïàðåòî-ãðàíèöà ïðè ýòîì èìååò âèä

 u2 = 15 – u1.
Ïðè u1 ∈  [0, 2] Ïàðåòî-ãðàíèöà èìååò âèä

 u2 = 14 – 
u1

2

4 .

Ïðè u1 ∈  [7, 11] Ïàðåòî-ãðàíèöà èìååò âèä
 u2 = 4 11 – u1 .
   !!!!

Â ñëó÷àå äâóõ áëàã ìîæíî ïðèâåñòè ãðàôè÷åñêóþ èëëþñòðà-
öèþ Ïàðåòî ãðàíèöû ýêîíîìèêè òèïà .2 íà îñíîâå äèàãðàììû
Ýäæâîðòà (ñì. Ðèñ. 35). Æèðíàÿ ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãðà-
íèöó Ïàðåòî.

2. Характеристика поведения
потребителей в квазилинейных
экономиках

Â äàëüíåéøåì ñðàâíèâàþòñÿ ïîòðåáèòåëüñêèå íàáîðû, êîòî-
ðûå  îêàçûâàþòñÿ ðûíî÷íûìè ðàâíîâåñèÿìè ïðè ðàçëè÷íûõ îð-

ω
c(y)

y

x2

x1

z2

z1

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 35353535

1086420

14

12

10

8

6

4

2

0

u2

u1

Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê Ðèñóíîê 36363636. . . . Ïàðåòî-ãðàíèöà âÏàðåòî-ãðàíèöà âÏàðåòî-ãðàíèöà âÏàðåòî-ãðàíèöà â
ýêîíîìèêå òèïà ýêîíîìèêå òèïà ýêîíîìèêå òèïà ýêîíîìèêå òèïà ....2222
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ãàíèçàöèÿõ ðûíêîâ (ñîâåðøåííàÿ êîíêóðåíöèÿ, ìîíîïîëèÿ, îëè-
ãîïîëèÿ è ò.ä.). Ïðè ýòîì âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîòðåáèòåëè
ðàññìàòðèâàþò ðûíî÷íûå öåíû êàê äàííûå. Äðóãèìè ñëîâàìè,
îïðåäåëÿÿ ïðåäïî÷èòàåìûé ïîòðåáèòåëüñêèé íàáîð (xi, zi)  ïðè
ðûíî÷íûõ öåíàõ áëàã (p, 1), ïîòðåáèòåëü â ýêîíîìèêå .1 ðåøàåò
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

vi(xi1,..., xil) + zi → max
pxi + zi ) βi(p) ( 11(p) )
xik # 0.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à â ýêîíîìèêå .2 âêëþ÷àåò äîïîëíè-
òåëüíîå îãðàíè÷åíèå zi # 0. (Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó çàäà÷ó ÷åðåç
12(p) )

Çäåñü ÷åðåç βi(p) îáîçíà÷åí äîõîä ïîòðåáèòåëÿ ïðè äàííûõ
öåíàõ:

 βi(p) = ωi + 
 

$
j∈ J

γijπj(p),

ãäå πj(p) = pyj – cj(yj) — ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ j ïðè öåíàõ (p, 1).
Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, õàðàêòåðèçóþùèå îï-

òèìàëüíûé âûáîð ïîòðåáèòåëÿ.

 Теорема 12.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (xi, zi) — ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòå-
ëÿ 11(p). Òîãäà xi  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

vi(xi1,..., xil) – pxi → max
 xik # 0. (+)
È îáðàòíî, ïóñòü x% i – ðåøåíèå çàäà÷è  (+), òîãäà ñóùåñò-
âóåò òàêîå z%i, ÷òî  (x% i, z%i) – ðåøåíèå çàäà÷è 11(p).    

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.   &

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðîñ ïîòðåáèòåëÿ íà ïåðâûå l áëàã íå çàâè-
ñèò îò åãî äîõîäà. Àíàëîã ýòîãî ðåçóëüòàòà âåðåí è â ñëó÷àå çàäà-
÷è 12(p), êîãäà äîïóñòèìûå ïîòðåáèòåëüñêèå íàáîðû  óäîâëåòâî-
ðÿþò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ zi# 0, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

 Теорема 13.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî  vi(⋅) — âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, à (xi,zi),
— ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ 12(p) (ñîîòâåòñòâóþùåé

ýêîíîìèêå  .2), òàêîå ÷òî zi > 0. Òîãäà xi ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

vi(xi1,..., xil) – pxi → max
 xik # 0 ∀ k (,)
È îáðàòíî, ïóñòü x% i – ðåøåíèå çàäà÷è  (,) è px% i ) βi(p),

òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå z%i # 0, ÷òî  (x% i, z%i) — ðåøåíèå çà-
äà÷è 12(p).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.
&

Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî vi(⋅) — íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
âûáîðà ïîòðåáèòåëÿ  11(p) (èëè 12(p) ïðè zi > 0) äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

 ∇ vi(x%i) ) p,
ïðè÷åì åñëè x%ik > 0, òî

 
∂vi(x%i)

∂xik

 = pk
 .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ âíóòðåííåå
(x%i > 2) è, êðîìå òîãî, zi > 0 â ñëó÷àå çàäà÷è 12(p)), òî

 ∇ vi(x%i) = p.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàäèåíò ôóíêöèè vi(⋅), âû÷èñëåííûé äëÿ íà-
áîðà áëàã, ñîâïàäàþùåãî ñ ðûíî÷íûì ñïðîñîì ïîòðåáèòåëÿ, ðàâåí
âåêòîðó ðûíî÷íûõ öåí ýòèõ áëàã. Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíò
ôóíêöèè vi(⋅) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáðàòíóþ ôóíêöèþ ñïðîñà pi(xi)
i-ãî ïîòðåáèòåëÿ — âåêòîð öåí ïåðâûõ l áëàã, ïðè êîòîðîì ïîòðå-
áèòåëü ïðåäúÿâëÿåò ñïðîñ èìåííî íà ýòîò íàáîð áëàã.

Â êëàññå êâàçèëèíåéíûõ ýêîíîìèê âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñëó-
÷àé êîãäà ïðåäïî÷òåíèÿ âñåõ ïîòðåáèòåëåé, ïîìèìî ñâîéñòâà
êâàçèëèíåéíîñòè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñåïàðàáåëüíîñòè, ò.å.
ôóíêöèè ïîëåçíîñòè òàêèõ ïîòðåáèòåëåé ïðåäñòàâèìû â âèäå

 ui(xi1,..., xil, zi) =  vi(xi1,..., xil) + zi = 
 

$
k

vik(xik) + zi.

Åñëè ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè i-ãî ïîòðåáèòåëÿ èìååò òàêîé âèä,
òî çàäà÷ó ïîòðåáèòåëÿ 11(p) ìîæíî ðàçëîæèòü íà l çàäà÷ — ïî
îäíîé íà êàæäîå áëàãî êðîìå (l+1)-ãî:

vi(xi1,..., xil) – pkxik → max
 xik # 0  ∀ k (11k(pk))
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 Теорема 14.
Åñëè x% i — ðåøåíèå çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ 11(p), òî x%ik —
ðåøåíèå çàäà÷è 11k(pk). Îáðàòíî, åñëè x%ik — ðåøåíèå çà-
äà÷è 11k(pk) ïðè k = 1, ..., l, òî x% i = (x%i1, ..., x%il) — ðåøåíèå
çàäà÷è 11(p) ïðè p = (p1, ..., pl).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.   &

Èç äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà íà k-å áëàãî
çàâèñèò òîëüêî îò öåíû íà ýòî áëàãî, ò.å. èìååò âèä xik(pk).

Â ýòîì ñëó÷àå (ïðè óñëîâèè äèôôåðåíöèðóåìîñòè) íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ïîòðåáèòåëüñêîãî íàáîðà (x%i, z%i) (êàê â
ñëó÷àå ýêîíîìèêè .1, òàê è â ñëó÷àå .2 ïðè zi > 0) èìååò âèä:

 
∂vik(x%ik)

∂xik

 ) pk,

ïðè÷åì åñëè x%ik
 > 0, òî

  
∂vik(x%ik)

∂xik

 = pk.

Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì, åñëè vik(⋅) — âî-
ãíóòûå ôóíêöèè.

Èç Òåîðåìû 14 ñëåäóåò, ÷òî, âìåñòî èñõîäíîé çàäà÷è ìû ìî-
æåì èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà ñïðîñà íà k-å áëàãî çàäà÷ó 11k(pk).
Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ vik(xik) äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìà, èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ è ñòðîãî âîãíóòà.
Ñòðîãàÿ âîãíóòîñòü ãàðàíòèðóåò, â ÷èñëå ïðî÷åãî, ÷òî åñëè ðåøå-
íèå çàäà÷è 11k(pk) ñóùåñòâóåò, òî îíî åäèíñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî
ýòî ðåøåíèå åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ñïðîñà ðàññìàòðèâàåìîãî ïî-
òðåáèòåëÿ íà k-å áëàãî ïðè äàííîì pk, xik(pk).

Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 11k(pk).
(Çàìåòèì, ÷òî èç Òåîðåìû 14 ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé çà-
äà÷è 11(p) â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñóùåñòâó-
åò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ çàäà÷
11k(pk) ïðè ëþáîì k = 1, ..., l.)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ 47

                                          
47 p% — ýòî òàê íàçûâàåìàÿ öåíà «óäóøåíèÿ» ñïðîñà.

p% = sup  
xik>0 

∂vik(xik)

∂xik

è

 p_ = inf  
xik>0 

∂vik(xik)

∂xik

.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ëþáîì pk, òàêîì ÷òî p_ < pk < p%, ðåøåíèå

çàäà÷è 11k(pk) ñóùåñòâóåò. Äåéñòâèòåëüíî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè ∂vik(xik)/∂xik, ñóùåñòâóåò xik, òàêîå ÷òî

 
∂vik(xik)

∂xk

 = pk.

Ýòî xik äîëæíî áûòü ðåøåíèåì çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ ïðè öåíàõ pk.
Êðîìå òîãî, ïðè öåíàõ pk ) p_ çàäà÷à 11k(pk) íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü ïðè pk ) p_ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå xik(pk) # 0. Òî-

ãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìóìà (óñëîâèå
ïåðâîãî ïîðÿäêà)

∂vik(xik(pk))

∂xik

 ) pk.

Îòêóäà â ñèëó òîãî, ÷òî pk ) p_ èìååì

 
∂vik(xik(pk))

∂xik

 ) inf  
xik>0 

∂vik(xik)

∂xik

Ðàññìîòðèì òåïåðü çíà÷åíèå ôóíêöèè 
∂vik(xik)

∂xik

 â òî÷êå xik(pk) +

ε. Â ñèëó óáûâàíèÿ ôóíêöèè 
∂vik(xik)

∂xik

 èìååì   

 
∂vik(xik(pk) + ε)

∂xik

 < 
∂vik(xik(pk))

∂xik

ïðè ëþáîì ε >0. Îòêóäà ïîëó÷àåì
∂vik(xik(pk) + ε)

∂xik

  < 
∂vik(xik(pk))

∂xik

 ) inf  
xik>0 

∂vik(xik)

∂xik

 = p_.

Òàê êàê xik(pk) + ε > 0, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì
èíôèìóìà. Òåì ñàìûì ïðåäïîëîæèâ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è 11k(pk) ïðè pk ) p_  ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, à çíà÷èò ïîë-

íîñòüþ îáîñíîâàëè ÷òî ïðè pk ) p_ çàäà÷à 11k(pk) íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî xik(pk) → 0 ïðè pk → ∞. Ðàññìîòðèì äëÿ
ýòîãî äâà ñëó÷àÿ: p% = ∞ è p% < ∞.

Ïóñòü p% = ∞. Ïðè pk > p_, ïî äîêàçàííîìó ðàíåå ðåøåíèå xik(pk)

çàäà÷è 11k(pk) ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì îíî áóäåò âíóòðåííèì (xik(pk) >
0), òàê êàê ëþáîå çíà÷åíèå pk  > p_  ïî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè
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∂vik(xik)

∂xik

 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå xik.

Ýòî îçíà÷àåò ÷òî óñëîâèå ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýòîé çàäà÷å âûïîë-

íåíî êàê ðàâåíñòâî 
∂vik(xik(pk))

∂xk

 = pk ïðè pk > p_, è îïðåäåëÿåò ôóíê-

öèþ ñïðîñà xik(pk) ïðè pk > p_.

 Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {p
n
k}, òàêóþ ÷òî

 lim  
n→∞ p

n
k = ∞.

Âûäåëèì èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {p
n
k} âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòü {p
ns

k }. Íà îñíîâàíèè ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåí
{p

ns

k } ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåìîâ

ñïðîñà {x
ns

ik} ïî ïðàâèëó   
∂vik(x

ns

ik)

∂xik

 = p
ns

k . Òàê êàê lim  
s→∞ p

ns

k  = ∞, òî â

ñèëó ñòðîãîé âîãíóòîñòè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè èìååì, ÷òî  ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü îáúåìîâ ñïðîñà {x

ns

ik} óáûâàåò, ïðè÷åì x
ns +1
ik < x

ns

ik. Êàê
ìû îòìåòèëè âûøå ïðè pk > p_ ðåøåíèå çàäà÷è 11k(pk) ÿâëÿåòñÿ

âíóòðåííèì è, òàêèì îáðàçîì, x
ns

ik > 0 ∀  ns, íî êàæäàÿ óáûâàþùàÿ
è îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë. Ïóñòü x(

 
ik

— ïðåäåë ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáúåìîâ ñïðîñà è x(
 
ik > 0. Òîãäà,

êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {p
ns

k } èìååò (â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè  
∂vik(xik)

∂xik

) êîíå÷íûé ïðåäåë  
∂vik(x(

 
ik)

∂xik

 , ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò åå ïîñòðîåíèþ. Ïîëó÷èâ ïðîòèâîðå÷èå, ìû äîêàçàëè, òåì
ñàìûì, ÷òî x(

 
ik= 0 è òåì ñàìûì, ÷òî xik(pk) → 0 ïðè pk → ∞.     

Ïóñòü òåïåðü p% < ∞. Òîãäà â ñèëó óáûâàíèÿ ôóíêöèè
∂vik(xik)/∂xik èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

 p%  = lim  
xik→0 

∂vik(xik)

∂xik

 = max  
xik#0 

∂vik(xik)

∂xik

.

Òîãäà ïðè ëþáîé öåíå pk # p%  âûïîëíåíî
∂vik(0)

∂xik

 ) pk.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè pk # p% ñïðîñ íà äàííîå áëàãî ðàâåí
íóëþ, ò.å. xik(pk) = 0, ïîñêîëüêó â ñèëó âîãíóòîñòè öåëåâîé ôóíê-
öèè ýòî íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ òàêæå è
äîñòàòî÷íûì. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè â çàäà÷å
11k(pk) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé, òî  xik(pk) = 0 — åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî â îáùåì ñëó-
÷àå xik(pk) → 0 ïðè pk → ∞.

Ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê: îïðåäåëåíèå,
ñâÿçü ñ ïðÿìîé è îáðàòíîé ôóíêöèÿìè ñïðîñà

Ïîëüçóÿñü âûâåäåííûìè âûøå õàðàêòåðèñòèêàìè ïîòðåáè-
òåëüñêîãî âûáîðà, ïðîàíàëèçèðóåì ñâÿçü èíäèêàòîðà áëàãîñîñ-
òîÿíèÿ W(x, y) ñ ïëîùàäüþ ïîä êðèâîé ñïðîñà.

Âåëè÷èíà  CSi = vi(xi1,..., xil) – pxi_–_vi(0,..., 0) íàçûâàåòñÿ потре-
бительским излишком.48 Â äàëüíåéøåì áåç ïîòåðè îáùíîñòè áó-
äåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî vi(0,..., 0) = 0.

Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé êâàçèëèíåéíûõ ñåïàðàáåëüíûõ

ôóíêöèé ïîëåçíîñòè, ò.å. vi(xi1,..., xil) = 
l

$
k=1

vik(xik). Ïîòðåáèòåëüñêèé

èçëèøåê ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïîòðåáèòåëüñêèõ
èçëèøêîâ, ïîëó÷àåìûõ ïîòðåáèòåëåì íà ðûíêàõ îòäåëüíûõ áëàã:

 CSi = 
l

$
k=1

(vik(xik) – pkxik) = 
l

$
k=1

CSik,

ãäå CSik = vik(xik) – pkxik.
Â ýòîì ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêè èçëèøåê ïîòðåáèòåëÿ íà ðûíêå

k-ãî áëàãà ðàâåí ïëîùàäè ôèãóðû, ëåæàùåé ïîä ãðàôèêîì ôóíê-
öèè îáðàòíîãî ñïðîñà âûøå öåíû ýòîãî áëàãà (ñì. Ðèñ. 37).

Ïîÿñíèì ýòî. Ðàññìîòðèì ïîòðåáè-
òåëüñêèé èçëèøåê êàê ôóíêöèþ öåí:

CSi(p) = 
l

$
k=1

[vik(xik(pk)) – pk
 xik(pk)] =

= 
l

$
k=1

CSik(pk).

Ôóíêöèè CSik(pk) = vik(xik(pk)) – pk
 xik(pk)

îïðåäåëåíû ïðè âñåõ öåíàõ pk # p_ è,

êðîìå òîãî, íå ìîãóò áûòü îòðèöàòåëü-
íûìè.49

Êàê áûëî äîêàçàíî, xik(pk) → 0 ïðè
pk → ∞, îòêóäà vik(xik(pk)) → 0 ïðè pk → ∞.
Ïîñêîëüêó pk

 xik(pk) ) vik(xik(pk)), òî ïðè
ðîñòå öåíû áëàãà ðàñõîäû íà åãî ïðè-

                                          
48 Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ðàññìîòðåíèå ïîòðåáè-

òåëüñêîãî èçëèøêà è  ñâÿçàííûõ ñ íèì ïîíÿòèé êîìïåíñèðóþùåé è
ýêâèâàëåíòíîé âàðèàöèè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð â èñòî÷íèêàõ, óêàçàí-
íûõ â ñíîñêå 45.

49 Òàê êàê xik = 0 ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å 11k(pk), òî CSik(pk) =
vik(xik(pk)) – pk

 xik(pk) # vik(0) – pk⋅ 0 = 0, è, òåì ñàìûì, CSik(pk) # 0.
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62
îáðåòåíèå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò.å. pk xik(pk) → 0 ïðè pk → ∞.

Ôóíêöèÿ CSi(p) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé, åñëè ôóíêöèÿ
ïîëåçíîñòè äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà.  Äèôôåðåíöèðóÿ åå, ïî-
ëó÷àåì (ñ ó÷åòîì óñëîâèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷è ïîòðåáèòå-
ëÿ), ÷òî ïðè xk(pk) > 0

xk(pk) = – 
∂ CSi(p)

∂pk

 = – 
∂ CSik(pk)

∂pk

.

(×èòàòåëþ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðîâåðèòü ýòîò ôàêò ñàìîñòîÿòåëüíî).
Åñëè xk(t) > 0 ïðè âñåõ t # pk

 , òî ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè
ýòîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

– 
∞

3
pk

 
∂ CSik(t)

∂t
dt = 

∞

3
pk

xik(t)dt.

Îòêóäà

CSik(p) – lim   
t→∞CSik(t) = 

∞

3
p

xik(t)dt,

÷òî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü èçëèøåê ïîòðåáèòåëÿ i îò ïîòðåáëåíèÿ
áëàãà k â âèäå

 CSik(p) = 
∞

3
p

xik(t)dt + lim   
t→∞CSik(t).50

Ïîñêîëüêó  âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì ñîîòíîøåíèè ðàâíî íóëþ:
 lim   

t→∞CSik(t) =  0,
òî

 CSik(p) = 
∞

3
p

xik(t)dt.

Â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ pik(⋅) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîé ê ôóíêöèè
xik(⋅), èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå51

 CSik(p) = 
xik(p)

3
0

pik(q)dq – pxik(p),

Â èòîãå, îáùèé ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê ïîëó÷àåì ñóììè-
ðîâàíèåì ýòèõ èíòåãðàëîâ ïî âñåì ðûíêàì:

 CSi(p) = 
l

$
k=1

CSik(p) = 
l

$
k=1

∞

3
pk

xik(t)dt =

                                          
50 Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò öåíà p%k, òàêàÿ ÷òî xk(t) > 0 ïðè âñåõ t <

p%k è xk(t) = 0 ïðè âñåõ t # p%k, òî ïðè pk ) p%k

– 
p%k

3
pk

 
∂ CSik(t)

∂t
dt = 

p%k

3
pk

xik(t)dt.

51 Ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì è çàìåíîé ïå-
ðåìåííûõ.

 = 
l

$
k=1

xik(p)

3
0

pik(t)dt – p
l

$
k=1

xik(p).

3. Характеристика поведения
производителей в квазилинейных
экономиках

Íàïîìíèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òåõíîëîãèþ êàæ-
äîãî ïðîèçâîäèòåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèÿ èçäåðæåê. Åñëè òåõ-
íîëîãè÷åñêîå ìíîæåñòâî âûïóêëî, òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê ÿâëÿåò-
ñÿ âûïóêëîé. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâåäåì ïîñòàíîâêè çàäà÷è
ïîòðåáèòåëÿ ïðè ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î òèïå êîíêóðåí-
öèè ñ êîòîðûì ñòàëêèâàåòñÿ ïðîèçâîäèòåëü.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî j-é ïðîèçâîäèòåëü ñòàëêèâàåòñÿ ñ ôóíê-
öèåé îáðàòíîãî ñïðîñà íà ïðîèçâîäèìûå èì áëàãà âèäà

pj = pj(yj).
Çäåñü ìû îòõîäèì îò ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîâåðøåíñòâå êîíêóðåí-
öèè —  ïðîèçâîäèòåëè íå ðàññìàòðèâàþò öåíû êàê äàííûå.

Â ïðåäïîëîæåíèè (îáû÷íîì äëÿ íåîêëàññè÷åñêîé ïàðàäèã-
ìû), ÷òî ïðîèçâîäèòåëü âûáèðàåò îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ áëàã, ìàêñèìèçèðóþùèå ïðèáûëü, çàäà÷à j-ãî ïðîèç-
âîäèòåëÿ èìååò âèä:

πj = pj(yj)yj – cj(yj) → max 
yj # 0.

Åñëè ôóíêöèè p(yj) è cj(yj) äèôôåðåíöèðóåìû, òî íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè âûïóñêà yj  ïðîèçâîäèòåëÿ j èìååò
âèä

 ∇ pjk(yj)yj + pjk(yj) – cjk′ (yj) ) 0,
ïðè÷åì åñëè yjk > 0, òî

 ∇ pjk(yj)yj + pk(yj) – c′jk(yj) = 0, .
Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ñåïàðàáåëüíû, ñïðîñ íà

êàæäîå áëàãî çàâèñèò òîëüêî îò åãî öåíû. Â ýòîì ñëó÷àå öåíà
ëþáîãî áëàãà çàâèñèò òîëüêî îò ïðîäàâàåìîãî êîëè÷åñòâà áëàãà:

pjk = pjk(yjk).
Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê ïðîèçâîäèòåëÿ

òàêæå ñåïàðàáåëüíà, ò.å.

 cj(yj) = 
l

$
k=1

cjk(yjk).

Â ýòîì ñëó÷àå ïðèáûëü èìååò âèä

 πj = 
l

$
k=1

[pjk(yjk)yjk – cjk(yjk)].
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Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè ðàñïàäàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì íà l
çàäà÷. Óñëîâèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèîáðåòàþò áîëåå ïðîñòîé âèä:

 pjk′ (yjk)yjk + pjk(yjk) ) cjk′ (yjk),
ïðè÷åì ïðè yjk > 0

 pjk′ (yjk)yjk + pjk(yjk) = cjk′ (yjk).
È íàêîíåö, åñëè öåíà ñïðîñà íå çàâèñèò îò ïðîäàâàåìîãî îáú-

åìà áëàãà,
 pjk(yjk) = const,

(ïðîèçâîäèòåëè ïðèíèìàþò öåíû êàê äàííûå, â îòðàñëè ñêëàäû-
âàåòñÿ ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè), òî pjk′ (yjk) = 0 è óñëî-
âèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðèîáðåòàþò âèä

 pjk ) cjk′ (yjk),
ïðè÷åì ïðè yjk > 0

 pjk = cjk′ (yjk).
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå çàäàåò ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ k-ãî

áëàãà j-ì ïðåäïðèÿòèåì. Ýòî ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò öåíû k-
ãî áëàãà.

Èçëèøåê ïðîèçâîäèòåëÿ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü ðàññìàòðèâàåò öåíó êàê

äàííóþ, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, öåíà ñïðîñà íå çàâèñèò îò ïðîäà-
âàåìîãî îáúåìà, è öåíû ó âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé îäèíàêîâû è ðàâ-

íû p. Â êà÷åñòâå èçëèøêà ïðîèçâîäèòå-
ëÿ ïðè öåíàõ p áóäåì ðàññìàòðèâàòü åãî
ïðèáûëü ïðè ýòèõ öåíàõ, ò.å.

PSj = πj = pyj – cj(yj).
Â ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ èçäåðæåê

ñåïàðàáåëüíà, èçëèøåê ïðîèçâîäèòåëÿ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ñóììó èçëèøêîâ
ïî l ðûíêàì:

PSj = 
l

$
k=1

[pkyjk – cjk(yjk)] = 
l

$
k=1

PSjk.

Ìîæíî ïðåäñòàâèòü èçëèøåê ïðîèç-
âîäèòåëÿ íà k-ì ðûíêå â âèäå èíòåãðàëà:

PSjk = 

 
 yjk

 
 

3
 
 0

 
 

[pk – cjk′ (t)]dt – cjk(0).

Îí ðàâåí (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû cjk(0) ) ïëîùàäè ôèãóðû, îá-
ðàçóåìîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (0, pjk) ïàðàëëåëüíî

îñè àáñöèññ, è êðèâîé ïðåäåëüíûõ èçäåðæåê cjk′ (yjk) (êðèâîé ïðåä-
ëîæåíèÿ). Â ñëó÷àå, êîãäà cjk(0) = 0 ïîëó÷àåì, ÷òî èçëèøåê ïðî-
èçâîäèòåëÿ ðàâåí

 PSjk = 

 
 yjk

 
 

3
 
 0

 
 

[pk – cjk′ (t)]dt.

4. Связь излишков потребителя и
производителя с индикатором
благосостояния

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî {(x1, z1), ..., (xm, zm), (y1, r1), ..., (yn, rn)} — äî-
ïóñòèìîå ñîñòîÿíèå ýêîíîìèêè, ïðè÷åì (xi, zi) — ðåøåíèå çàäà÷è
11(p) i-ãî ïîòðåáèòåëÿ ïðè öåíàõ p è

p
 

$
i∈ I

xi = p
 

$
j∈ J

yj

Òîãäà

 W(x, y) = 
 

$
i∈ I

vi(xi) – 
 

$
j∈ J

cj(yj) =

= 
 

$
i∈ I

vi(xi) – p
 

$
i∈ I

xi +  
 

$
j∈ J

(pyj – cj(yj)) = CS + PS,

ãäå

 CS = 
 

$
i∈ I

CSi

 — ñóììàðíûé ïîòðåáèòåëüñêèé èçëèøåê,

 PS = 
 

$
j∈ J

πj(p) = 
 

$
j∈ J

PSj(p)

—  ñóììàðíûé èçëèøåê ïðîèçâîäèòåëåé.
Äðóãèìè ñëîâàìè, èíäèêàòîð áëàãîñîñòîÿíèÿ W(x, y), ñîîò-

âåòñòâóþùèé ëþáîìó ðàâíîâåñèþ, ðàâåí ñóììå èçëèøêîâ ïîòðå-
áèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëåé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè p — ðàâíîâåñíûé âåêòîð, ïðåäïî÷òåíèÿ
ëîêàëüíî íåíàñûùàåìû,  òî óñëîâèÿ

p
 

$
i∈ I

xi = p
 

$
j∈ J

yj

âûïîëíåíû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå  ñîñòîÿíèå ýêîíî-
ìèêè Ïàðåòî-îïòèìàëüíî, è ïîýòîìó  W(x, y) äîñòèãàåò ìàêñèìó-
ìà íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ñîñòîÿíèé.
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Â ñåïàðàáåëüíîé ýêîíîìèêå èçëèøêè ïîòðåáèòåëåé è ïðîèç-

âîäèòåëåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû ñîîòâåòñòâóþùèõ èçëèø-
êîâ íà l ðûíêàõ:

CS = 
l

$
k=1

CSk, PS = 
l

$
k=1

PSk.

5. Представление суммарного спроса
посредством модели
репрезентативного потребителя

Î÷åíü ÷àñòî ïðè èçó÷åíèè ìîäåëåé ÷àñòíîãî ðàâíîâåñèÿ áû-
âàåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñóììàðíûé
ñïðîñ ïîðîæäàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îäíîãî ïîòðåáèòåëÿ. Â òîì
ñëó÷àå, êîãäà òàêîé ïîòðåáèòåëü ñóùåñòâóåò, åãî íàçûâàþò ре-
презентативным потребителем.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýêîíîìèêå .1 ðåïðåçåíòàòèâíûé ïîòðåáèòåëü
âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü xi(p) — âåêòîð ñïðîñà i-ãî ïîòðåáèòåëÿ íà ïåðâûå l
áëàã ïðè öåíàõ p. Òîãäà ñóììàðíûé ñïðîñ âñåõ ïîòðåáèòåëåé ðà-
âåí

 X(p) = 
 

$
i∈ I

xi(p).

 Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ðåïðåçåíòàòèâíûé ïîòðåáèòåëü áóäåò ïî-
ðîæäàòü ñâîèìè ïðåäïî÷òåíèÿìè ñóììàðíûé ñïðîñ X(p).

Ïîêàæåì ÷òî ðåïðåçåíòàòèâíûé ïîòðåáèòåëü â ýòèõ óñëîâèÿõ
ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì åãî ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíîæåñòâå ïîòðåáèòåëü-
ñêèõ íàáîðîâ (x, z), x #### 0,  ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êâàçèëèíåé-
íîé ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè âèäà:

 u(x, z) = v(x) + z.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó (çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè ñóììû

ïîëåçíîñòåé îò ïîòðåáëåíèÿ 1-ãî áëàãà ïðè ôèêñèðîâàííîì êîëè-
÷åñòâå x% ýòîãî áëàãà):

 
 

$
i∈ I

vi(xi) → max  
x1,...xm

 

$
i∈ I

xi ) x%. (-)

xi #0
Òîãäà â êà÷åñòâå v(x) ìû ìîæåì âçÿòü çíà÷åíèå ýòîé çàäà÷è

ïðè x% = x. Ïîêàæåì, ÷òî X(p) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ðåïðå-

çåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ ñ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè, u(x, z) = v(x) +
z, ïðè ëþáîì âåêòîðå öåí p > 0.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Êàê ìû âèäåëè, çàäà÷ó ïðåäñòàâè-
òåëüíîãî ïîòðåáèòåëÿ â ñëó÷àå êâàçèëèíåéíûõ ïðåäïî÷òåíèé
ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå:

 v(x) – px → max  
x#0.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò x( # 0, òàêîé ÷òî
 v(x() – px( > v(X(p)) – pX(p).

Ïðè ýòîì, òàê êàê X(p) = 
 

$
i∈ I

xi(p), è xi(p) äîïóñòèìû â çàäà÷å

(-) ïðè x%%%% = X(p),  òî äîëæíî áûòü âûïîëíåíî

v(x() – px( > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)) – p
 

$
i∈ I

xi(p).

Çàìåòèì, ÷òî v(x() = 
 

$
i∈ I

vi(x(i), ãäå (x(1, ..., x(m) — ðåøåíèå çàäà÷è

(-) ïðè x%%%% = x(. Òàêèì îáðàçîì èìååì

 
 

$
i∈ I

vi(x(i) – p
 

$
i∈ I

x(i # 
 

$
i∈ I

vi(x(i) – px( > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)) – p
 

$
i∈ I

xi(p).

Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî èç ïîòðåáèòå-
ëåé âûïîëíåíî

 vi(x(i) – px(i  > vi(xi(p)) – pxi(p),
÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè íàáîðà xi(p).

Äîêàæåì, ÷òî

 v(X(p)) = 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)),

äðóãèìè ñëîâàìè, èíäèêàòîð áëàãîñîñòîÿíèÿ â ýêîíîìèêå ñ îä-
íèì ïðåäñòàâèòåëüíûì ïîòðåáèòåëåì óïîðÿäî÷èâàåò èíòåðåñóþ-
ùèå íàñ ñîñòîÿíèÿ ýêîíîìèêè òàê æå, êàê è èíäèêàòîð áëàãîñîñ-
òîÿíèÿ ïåðâîíà÷àëüíîé ýêîíîìèêè.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ñëó÷àé v(X(p)) < 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)) íåâîç-

ìîæåí, ò.ê. xi(p) äîïóñòèìû â çàäà÷å (-) ïðè x%%%% = X(p). Ïîýòîìó
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò p òàêîå, ÷òî

 v(X(p)) > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)).

Ïóñòü (x- 1, ..., x-m) — ðåøåíèå çàäà÷è (-) ïðè x% = X(p). Ïî îï-

ðåäåëåíèþ v(X(p)) = 
 

$
i∈ I

vi(x- i). Çíà÷èò,
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$
i∈ I

vi(x- i) > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

 
 

$
i∈ I

x- i ) X(p) = 
 

$
i∈ I

xi(p).

Óìíîæèì íà p:

 p
 

$
i∈ I

x- i ) p
 

$
i∈ I

xi(p).

Ñêëàäûâàÿ äâà íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

 
 

$
i∈ I

vi(x- i) – p
 

$
i∈ I

x- i > 
 

$
i∈ I

vi(xi(p)) – p
 

$
i∈ I

xi(p).

Ïîëó÷èëè òðåáóåìîå ïðîòèâîðå÷èå.

ÇÀÄÀ×È

1. Äîêàæèòå âòîðóþ ÷àñòü Òåîðåìû 9.

2. à) Ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåð ñ âîãíóòûìè ôóíêöèÿìè vi(⋅) è
âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè cj(⋅), êîòîðûé áû ïîêàçûâàë, ÷òî óñëîâèå
z-i > 0 ∀ i ñóùåñòâåííî â ïåðâîé ÷àñòè Òåîðåìû 9.

á) Ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåð, êîòîðûé áû ïîêàçûâàë, ÷òî óñëî-
âèå âûïóêëîñòè ôóíêöèè èçäåðæåê ñóùåñòâåííî â ïåðâîé ÷àñòè
Òåîðåìû 9.

3. Äîêàæèòå Òåîðåìó 10.

4. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå êâàçèëèíåéíîé ýêîíîìèêè .1 Ïà-
ðåòî-ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïåðïëîñêîñòü âèäà

 

$
i∈ I

ui = const

5. Äîêàæèòå Òåîðåìû 12, 13 è 14.

6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè xk(pk) > 0 âûïîëíåíî

xk(pk) = – 
∂ CSi(p)

∂pk

 = – 
∂ CSik(pk)

∂pk

.

7. Ïóñòü (x, y) — äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå êâàçèëèíåéíîé ýêî-
íîìèêè, è p # 0 — íåêîòîðûé âåêòîð öåí, ïðè÷åì xi ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì çàäà÷è ïîòðåáèòåëÿ ïðè öåíàõ p, è

p
 

$
i∈ I

xi = p
 

$
j∈ J

yj

Äîêàæèòå, ÷òî
 

$
i∈ I

ui(xi, zi)  = W(x, y) + 
 

$
i∈ I

ωi

8. Â ýêîíîìèêå äâà áëàãà (l + 1 = 2) è äâà ïîòðåáèòåëÿ, èìåþ-
ùèå ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u1 = x1 + z1 è u2 = 2 x2 + z2. Íàéäèòå
ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ.

9. Ïóñòü ïðåäïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé ïðåäñòàâëÿþòñÿ  êâàçè-
ëèíåéíûìè ñåïàðàáåëüíûìè ôóíêöèÿìè ïîëåçíîñòè. Òîãäà áåç
ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â ýêîíîìèêå äâà áëàãà (l +
1 = 2). Ïóñòü xi(p) — ñïðîñ íà ïåðâîå áëàãî i-ãî ïîòðåáèòåëÿ ïðè
öåíàõ p,

 D(p) = 
 

$
i∈ I

xi(p) —

ñóììàðíûé ñïðîñ  ïîòðåáèòåëåé íà ïåðâîå áëàãî, è p(x) = D
–1
 (x) —

îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ p(x) ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíîé è óáûâàþùåé ïðè x # 0. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

v(x) = 
x

3
0
p(q)dq,

òî v(x) + z ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïî-
òðåáèòåëÿ.

10. Â ñèòóàöèè ïðåäûäóùåé çàäà÷è ôóíêöèÿ ñïðîñà íà áëàãî
èìååò âèä

 D(p) = 
1

4p2.

Íàéäèòå ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè ðåïðåçåíòàòèâíîãî ïîòðåáèòåëÿ.


