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Ãëàâà 1

Ìîäåëè ñ àâòîðåãðåññèîííîé
óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ

Òðàäèöèîííûå ìîäåëè âðåìåííûõ ðÿäîâ, òàêèå êàê ìîäåëü ARMA, íå ìîãóò
àäåêâàòíî ó÷åñòü âñå õàðàêòåðèñòèêè, êîòîðûìè îáëàäàþò ôèíàíñîâûå âðå-
ìåííûå ðÿäû, è òðåáóþò ðàñøèðåíèÿ. Îäíà èç õàðàêòåðíûõ ÷åðò ôèíàíñîâûõ
ðûíêîâ — ýòî òî, ÷òî ïðèñóùàÿ ðûíêó íåîïðåäåëåííîñòü èçìåíÿåòñÿ âî âðå-
ìåíè. Êàê ñëåäñòâèå, íàáëþäàåòñÿ «êëàñòåðèçàöèÿ âîëàòèëüíîñòè». Ïîä ýòèì
èìååòñÿ â âèäó òî, ÷òî ìîãóò ÷åðåäîâàòüñÿ ïåðèîäû, êîãäà ôèíàíñîâûé ïîêà-
çàòåëü âåäåò ñåáÿ íåïîñòîÿííî, è îòíîñèòåëüíî ñïîêîéíûå ïåðèîäû. Íà Ðèñ.
32 äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ÿâëåíèÿ ïîêàçàíû òåìïû ïðèðîñòà èíäåêñà ÐÒÑ çà
íåñêîëüêî ëåò. Íà ãðàôèêå ïåðèîä 1 ñðàâíèòåëüíî ñïîêîéíûé, ïåðèîä 2 áî-
ëåå «áóðíûé», ïåðèîä 3 îïÿòü ñïîêîéíûé. Òåðìèí «âîëàòèëüíîñòü» (volatility
— àíãë. èçìåí÷èâîñòü, íåïîñòîÿíñòâî) èñïîëüçóåòñÿ, êàê ïðàâèëî, äëÿ íåôîð-
ìàëüíîãî îáîçíà÷åíèÿ ñòåïåíè âàðèàáåëüíîñòè, ðàçáðîñà ïåðåìåííîé. Ôîð-
ìàëüíîé ìåðîé âîëàòèëüíîñòè ñëóæèò äèñïåðñèÿ (èëè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå
îòêëîíåíèå). Ýôôåêò êëàñòåðèçàöèè âîëàòèëüíîñòè îòìå÷åí äëÿ, òàêèõ ðÿäîâ
êàê èçìåíåíèå öåí àêöèé, âàëþòíûõ êóðñîâ, äîõîäíîñòè ñïåêóëÿòèâíûõ àêòè-
âîâ.

1.1 Ìîäåëü ARCH

Ìîäåëü ARCH, ò.å. ìîäåëü ñ àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷-
íîñòüþ (autoregressive conditional heteroskedasticity), ïðåäëîæåíà Ð. Ýíãëîì â
1982 ã. äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êëàñòåðèçàöèè âîëàòèëüíîñòè. Ïðîöåññ ARCH q -ãî
ïîðÿäêà, {εt}+∞

t=−∞ , çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

εt|Ωt−1 ∼ N(0, σ2
t ),

σ2
t = ω + γ1ε

2
t−1 + . . . + γqε

2
t−q.

Ðèñóíîê 32
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Çäåñü Ωt−1 = (εt−1, εt−2, . . .) — ïðåäûñòîðèÿ ïðîöåññà εt , à σ2
t — óñëîâíàÿ

ïî ïðåäûñòîðèè äèñïåðñèÿ εt , ò.å. σ2
t = V ar(εt|Ωt−1) = E(ε2

t |Ωt−1) . Óñëîâíóþ
äèñïåðñèþ ÷àñòî íàçûâàþò âîëàòèëüíîñòüþ ïðîöåññà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñëîâ-
íàÿ äèñïåðñèÿ îñòàâàëàñü ïîëîæèòåëüíîé, òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé
ω > 0 è γ1, . . . , γq > 0 .

Äàííûé ïðîöåññ ìîæíî çàïèñàòü íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó:

ξt ∼ NID(0, 1),

εt = ξtσt,

σ2
t = ω + γ1ε

2
t−1 + . . . + γqε

2
t−q.

Àááðåâèàòóðà NID îçíà÷àåò, ÷òî ξt íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû è íåçàâèñèìû.
Òàêàÿ çàïèñü óäîáíà òåì, ÷òî ýòîò íîðìèðîâàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ξt íå
çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè.

Ñìûñë ìîäåëè ARCH ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà εt îêà-
çûâàåòñÿ áîëüøîé, òî ýòî ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ óñëîâíîé äèñïåðñèè â ïî-
ñëåäóþùèå ïåðèîäû. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè âûñîêîé óñëîâíîé äèñïåðñèè áîëåå
âåðîÿòíî ïîÿâëåíèå áîëüøèõ (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) çíà÷åíèé εt . Íàîáî-
ðîò, åñëè çíà÷åíèÿ εt â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ áëèçêè ê 0, òî ýòî ïðèâî-
äèò ê ïîíèæåíèþ óñëîâíîé äèñïåðñèè â ïîñëåäóþùèå ïåðèîäû ïðàêòè÷åñêè
äî óðîâíÿ ω . Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè íèçêîé óñëîâíîé äèñïåðñèè áîëåå âåðîÿò-
íî ïîÿâëåíèå ìàëûõ (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå) çíà÷åíèé εt . Òàêèì îáðàçîì,
ARCH-ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ èíåðöèîííîñòüþ óñëîâíîé äèñïåðñèè (êëàñòå-
ðèçàöèåé âîëàòèëüíîñòè).

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ ARCH íå àâòîêîððåëèðîâàí:

E(εtεt−j) = E (E(εtεt−j|Ωt−1)) = E (εt−jE(εt|Ωt−1)) = 0.

Ïîñêîëüêó ïðîöåññ èìååò ïîñòîÿííîå (íóëåâîå) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è íå àâòîêîððåëèðîâàí, òî îí ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñòàöèîíàðíûì â ñëó÷àå, åñëè ó
íåãî åñòü äèñïåðñèÿ.

Åñëè îáîçíà÷èì ðàçíèöó ìåæäó âåëè÷èíîé ε2
t è åå óñëîâíûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì, σ2
t , ÷åðåç ηt , òî ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ çàïèñü

ïðîöåññà ARCH:
ε2

t = ω + γ1ε
2
t−1 + . . . + γqε

2
t−q + ηt.

Ïîñêîëüêó óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ηt ðàâíî 0, òî áåçóñëîâíîå
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òàêæå ðàâíî 0. Êðîìå òîãî, êàê ìîæíî ïîêàçàòü,
ηt íå àâòîêîððåëèðîâàí. Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòû ïðîöåññà ARCH( q ) ñëåäóþò
àâòîðåãðåññèîííîìó ïðîöåññó q -ãî ïîðÿäêà.

Åñëè âñå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

1− γ1x + . . . + γqx
q = 0

ëåæàò çà ïðåäåëàìè åäèíè÷íîãî êðóãà, òî ó ïðîöåññà ARCH( q ) ñóùåñòâóåò áåç-
óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ, è îí ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñòàöèîíàðíûì. Ïîñêîëüêó êîýôôè-
öèåíòû γj íåîòðèöàòåëüíû, òî ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∑q
j=1 γj < 1 .
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü áåçóñëîâíóþ äèñïåðñèþ ñòàöèîíàðíîãî ARCH-
ïðîöåññà, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç σ2 , âîçüìåì ñíà÷àëà ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå îò îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ óñëîâíîé äèñïåðñèè:

E(σ2
t ) = ω + γ1E(ε2

t−1) + . . . + γqE(ε2
t−q).

Çàìåòèì, ÷òî E (σ2
t ) = E (E(ε2

t |Ωt−1)) = E (ε2
t ) = V ar(ε2

t ) = σ2 , ò.å. ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå óñëîâíîé äèñïåðñèè ðàâíî áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

σ2 = ω + γ1σ
2 + . . . + γqσ

2

èëè
σ2 =

ω

1− γ1 − . . .− γq

.

Òàêèì îáðàçîì, âñå εt èìåþò îäèíàêîâóþ áåçóñëîâíóþ äèñïåðñèþ, ò.å. èìå-
åò ìåñòî ãîìîñêåäàñòè÷íîñòü. Îäíàêî óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ ìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó
îäíîâðåìåííî èìååò ìåñòî óñëîâíàÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü1 .

Åñëè íå âñå êîðíè ïðèâåäåííîãî âûøå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëå-
æàò çà ïðåäåëàìè åäèíè÷íîãî êðóãà, ò.å. åñëè

∑q
j=1 γj > 1 , òî áåçóñëîâíàÿ äèñ-

ïåðñèÿ íå ñóùåñòâóåò, è ïîýòîìó ARCH-ïðîöåññ íå áóäåò ñëàáî ñòàöèîíàðíûì2

.
Åùå îäíî ñâîéñòâî ARCH-ïðîöåññîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî áåçóñëîâíîå ðàñïðå-

äåëåíèå εt èìååò áîëåå âûñîêèé êóðòîçèñ (ò.å. áîëåå òîëñòûå õâîñòû è îñòðóþ
âåðøèíó), ÷åì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ó ARCH(1) ýêñöåññ ðàâåí

E(ε4
t )

σ4
t

− 3 =
6γ2

1

1− 3γ2
1

,

ïðè÷åì ïðè 3γ2
1 > 1 ÷åòâåðòûé ìîìåíò ðàñïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò (ýêñöåññ

ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè). Ýòî ñâîéñòâî ARCH-ïðîöåññîâ õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò
ôèíàíñîâûì âðåìåííûì ðÿäàì, êîòîðûå îáû÷íî õàðàêòåðèçóþòñÿ òîëñòûìè
õâîñòàìè.

Ïîëó÷èòü ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ ARCH-ïðîöåññà ìîæíî èñ-
ïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííîå ïðåäñòàâëåíèå êâàäðàòîâ ARCH-ïðîöåññà â âèäå àâ-
òîðåãðåññèè. Áîëåå ýôôåêòèâíûå îöåíêè ïîëó÷àþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìå-
òîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïðè ïðèìåíåíèè ARCH-ìîäåëåé ê ðåàëüíûì äàííûì áûëî çàìå÷åíî, ÷òî
ìîäåëü ARCH(1) íå äàåò äîñòàòî÷íî äëèòåëüíûõ êëàñòåðîâ âîëàòèëüíîñòè, à
òîëüêî ïîðîæäàåò áîëüøîå ÷èñëî âûáðîñîâ. Äëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ äàííûõ
òðåáóåòñÿ äîâîëüíî áîëüøàÿ äëèíà ëàãà q , ÷òî ñîçäàåò òðóäíîñòè ïðè îöåíè-
âàíèè. Â ÷àñòíîñòè, çà÷àñòóþ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè îöåíîê

1Îíà íàçûâàåòñÿ àâòîðåãðåññèîííîé, ïîñêîëüêó äèíàìèêà êâàäðàòîâ ARCH-ïðîöåññà îïè-
ñûâàåòñÿ àâòîðåãðåññèåé.

2Ïðè ýòîì ó ARCH-ïðîöåññîâ åñòü èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü: îíè ìîãóò áûòü ñòðîãî ñòàöè-
îíàðíû, íå áóäó÷è ñëàáî ñòàöèîíàðíû. Äåëî â òîì, ÷òî îïðåäåëåíèå ñëàáîé ñòàöèîíàðíîñòè
òðåáóåò ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ ïåðâûõ è âòîðûõ ìîìåíòîâ ðÿäà. Ñòðîãàÿ æå ñòàöèîíàð-
íîñòü ýòîãî íå òðåáóåò, ïîýòîìó äàæå åñëè óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ áåñêîíå÷íà (è, ñëåäîâàòåëüíî,
ðÿä íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ñòàöèîíàðíûì), ðÿä âñå æå ìîæåò áûòü ñòðîãî ñòàöèîíàðíûì.
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êîýôôèöèåíòîâ γj . Ïîýòîìó Ýíãë íàëîæèë íà êîýôôèöèåíòû ëàãà îãðàíè÷å-
íèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îíè ëèíåéíî óáûâàþò äî íóëÿ. Âåñà ëàãà ïðè ýòîì
çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

wj =
q + 1− j

0.5q(q + 1)
,

òàê, ÷òîáû èõ ñóììà ðàâíÿëàñü 1, à êîýôôèöèåíòû áåðóòñÿ ðàâíûìè γj = γwj .
Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäåëü ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè, ω è γ :

σ2
t = ω + γ

(
w1ε

2
t−1 + . . . + wqε

2
t−q

)
.

1.2 Ìîäåëü GARCH

Ìîäåëü GARCH (generalized ARCH — îáîáùåííàÿ ìîäåëü ARCH), ïðåäëîæåí-
íàÿ Ò. Áîëëåðñëåâîì, ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé ìîäèôèêàöèåé ìîäåëè ARCH,
ïîçâîëÿþùåé ïîëó÷èòü áîëåå äëèííûå êëàñòåðû ïðè ìàëîì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ.
Ìîäåëü ARMA çà÷àñòóþ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü áîëåå «ñæàòîå» îïèñàíèå âðåìåí-
íûõ çàâèñèìîñòåé äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ÷åì ìîäåëü AR.
Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîäåëü GARCH äàåò âîçìîæíîñòü îáîéòèñü ìåíüøèì
êîëè÷åñòâîì ïàðàìåòðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëüþ ARCH, åñëè ðå÷ü èäåò îá
óñëîâíîé äèñïåðñèè. Â äàëüíåéøåì ìû ïðîâåäåì ïðÿìóþ àíàëîãèþ ìåæäó ìî-
äåëÿìè GARCH è ARMA.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè ìîäåëü GARCH, èñïîëüçóåì â ìîäåëè ARCH áåñ-
êîíå÷íûé ãåîìåòðè÷åñêèé ëàã:

σ2
t = ω + γ

∞∑
j=1

δj−1ε2
t−j = ω +

γ

1− δL
ε2

t−1.

Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Êîéêà, ïîëó÷èì

σ2
t = (1− δ)ω + δσ2

t−1 + γε2
t−1.

Ïîìåíÿâ î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîçíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì ìîäåëü GARCH(1,1):

σ2
t = ω + δσ2

t−1 + γε2
t−1.

Ìîäåëü GARCH( p , q ) îáîáùàåò ýòó ôîðìóëó:

σ2
t = ω + δ1σ

2
t−1 + . . . + δpσ

2
t−p + γ1ε

2
t−1 + . . . + γqε

2
t−q = ω +

p∑
j=1

δjσ
2
t−j +

q∑
j=1

γjε
2
t−j.

Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ω > 0 , δ1, . . . , δp > 0 è γ1, . . . , γq > 0 . Íà
ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî âçÿòü p=1 è q=1. Èçðåäêà èñïîëüçóþò
GARCH(1,2) èëè GARCH(2,1).

Êàê è â ìîäåëè ARCH, σ2
t ñëóæèò óñëîâíîé äèñïåðñèåé ïðîöåññà:

εt|Ωt ∼ N(0, σ2
t ).
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Ðàññ÷èòàåì áåçóñëîâíóþ äèñïåðñèþ GARCH-ïðîöåññà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îí
ñòàöèîíàðåí. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ îò îáåèõ ÷àñòåé
óðàâíåíèÿ äëÿ óñëîâíîé äèñïåðñèè:

E(σ2
t ) =

p∑
j=1

δjE(σ2
t−j) +

q∑
j=1

γjE(ε2
t−j),

îòêóäà

σ2 =

p∑
j=1

δjσ
2 +

q∑
j=1

γjσ
2

è
σ2 =

1

1−
p∑

j=1

δj −
q∑

j=1

γj

.

Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèÿ áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè GARCH-ïðîöåññ
ãîìîñêåäàñòè÷åí.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèñïåðñèÿ áûëà êîíå÷íîé, òðåáóåòñÿ
p∑

j=1

δj +
q∑

j=1

γj < 1 . Â

÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäåëè GARCH(1,1) òðåáóåòñÿ δ1 + γ1 < 1 .
Ïðîöåññ GARCH ìîæíî çàïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå, åñëè, êàê è âûøå,

îáîçíà÷èòü ηt = ε2
t − σ2

t :

ε2
t = ω +

m∑
j=1

(δj + γj)ε
2
t−j + ηt −

p∑
j=1

δjηt−j,

ãäå m = max(p, q) . (Â ýòîé çàïèñè ïîäðàçóìåâàåòñÿ δj = 0 ïðè j > p è γj = 0 ïðè
j > q ). Òàêàÿ ôîðìà çàïèñè ïîçâîëÿåò óâèäåòü, ÷òî êâàäðàòû GARCH-ïðîöåññà
ïîä÷èíÿþòñÿ ìîäåëè ARMA(m , p ).

Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ êâàäðàòîâ
GARCH-ïðîöåññà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ GARCH(1,1) àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ
êâàäðàòîâ èìååò âèä

ρ1 =
γ1(1− δ2

1 − δ1γ1)

1− δ2
1 − 2δ1γ1

,

ρk = (δ1 + γ1)
k−1ρk, k > 1.

Óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ áåçóñëîâíîãî ÷åòâåðòîãî ìîìåíòà ó îòäåëüíîãî íà-
áëþäåíèÿ ïðîöåññà GARCH(1,1) ñîñòîèò â òîì, ÷òî 3γ2

1 +2γ1δ1 + δ2
1 < 1 . Åñëè ýòî

óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ýêñöåññ ðàâåí

E(ε4
t )

σ4
t

− 3 =
6γ2

1

1− δ2
1 − 2δ1γ1 − 3γ2

1

,

è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ò.å. GARCH-ïðîöåññ (êàê è åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé
— ARCH-ïðîöåññ) èìååò áîëåå âûñîêèé êóðòîçèñ, ÷åì íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå. Â òî æå âðåìÿ áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå îòäåëüíîãî íàáëþäåíèÿ
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GARCH-ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, ïîýòîìó âñå íå÷åòíûå ìîìåíòû, íà-
÷èíàÿ ñ òðåòüåãî, ðàâíû íóëþ.

Ñòàíäàðòíûì ìåòîäîì îöåíèâàíèÿ äëÿ ìîäåëåé GARCH ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Óñëîâíî ïî ïðåäûñòîðèè Ωt−1 îòäåëüíîå íàáëþäå-
íèå GARCH-ïðîöåññà ðàñïðåäåëåíî íîðìàëüíî: εt|Ωt−1 ∼ N(0, σ2

t ) . Ôóíêöèÿ
ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ðÿäà ε1, . . . , εT , ïîä÷èíÿþùåãîñÿ GARCH-ïðîöåññó, âû÷èñ-
ëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòåé ýòèõ óñëîâíûõ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëå-
íèé:

L =
T∏

t=1

1√
2πσ2

t

exp

(
− ε2

t

2σ2
t

)
.

Ìàêñèìèçèðóÿ ýòó ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ïî íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì,
ïîëó÷èì îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ GARCH-ïðîöåññà.

Ïðè îöåíèâàíèè óñëîâíóþ äèñïåðñèþ σ2
t ñëåäóåò ñ÷èòàòü ôóíêöèåé ïàðà-

ìåòðîâ ìîäåëè è âû÷èñëÿòü ïî ïðèâåäåííîé âûøå ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå. Äëÿ
ýòèõ âû÷èñëåíèé òðåáóþòñÿ «äîâûáîðî÷íûå» çíà÷åíèÿ ñàìîãî ïðîöåññà è åãî
óñëîâíîé äèñïåðñèè, à îíè íåèçâåñòíû. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïðèåìû. Ñàìûé ïðîñòîé, ïî-âèäèìîìó, ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû çàìåíèòü óñëîâíûå äèñïåðñèè â íà÷àëå ðÿäà ( t = 1 , . . . , m ) îöåíêîé
áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè, ò.å. âåëè÷èíîé

s2 =
1

T

T∑
t=1

ε2
t .

Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè è àñèì-
ïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè.

Íà ïðàêòèêå ìîäåëü GARCH äîïîëíÿþò êàêîé-ëèáî ìîäåëüþ, îïèñûâàþ-
ùåé ïîâåäåíèå óñëîâíîãî èëè áåçóñëîâíîãî ñðåäíåãî íàáëþäàåìîãî ðÿäà. Íà-
ïðèìåð, Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàáëþäàåòñÿ íå εt , à εt ïëþñ êîíñòàíòà,
ò.å. ÷òî íàáëþäàåìûé ðÿä xt èìååò ïîñòîÿííîå áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå β , ê êîòîðîìó äîáàâëÿåòñÿ îøèáêà εt â âèäå ïðîöåññà GARCH:

xt = β + εt.

Ìîæíî ìîäåëèðîâàòü áåçóñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñ ïîìîùüþ
ëèíåéíîé ðåãðåññèè, ò.å.

xt = Ztα + εt.

Ýòî ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ëèíåéíûé òðåíä, äåòåðìèíèðîâàííûå ñåçîííûå
ïåðåìåííûå è ò.ï. Ïðè îöåíèâàíèè â ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ âìåñòî εt èñ-
ïîëüçóþò xt − Ztα .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïåðñïåêòèâíîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü, ñî÷åòà-
þùàÿ ARIMA ñ GARCH. Ìîäåëü ARIMA â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðÿäà, à GARCH —
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ óñëîâíîé äèñïåðñèè.

Âàæíåéøèì âûâîäîì, êîòîðûé ñëåäóåò èç àíàëèçà ìîäåëè ARCH, ñîñòîèò
â òîì, ÷òî íàáëþäàåìûå èçìåíåíèÿ â äèñïåðñèè (âîëàòèëüíîñòè) âðåìåííîãî
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ðÿäà ìîãóò èìåòü ýíäîãåííûé õàðàêòåð, òî åñòü ïîðîæäàòüñÿ îïðåäåëåííîé
íåëèíåéíîé ìîäåëüþ, à íå êàêèìè-òî âíåøíèìè ñòðóêòóðíûìè ñäâèãàìè.

1.3 Ïðîãíîçû è äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ìîäå-
ëè GARCH

Îäíà èç âàæíåéøèõ öåëåé ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìîäåëåé âðåìåííûõ ðÿäîâ —
ïîñòðîåíèå ïðîãíîçîâ. Êàêèå ïðåèìóùåñòâà äàþò ìîäåëè ñ àâòîðåãðåññèîííîé
óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ âðåìåííûõ
ðÿäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè ëèíåéíîé ðåãðåññèè èëè àâòîðåãðåññèè —
ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðÿìûõ ïðåèìóùåñòâ íåò, íî åñòü
ðÿä îïîñðåäîâàííûõ ïðåèìóùåñòâ, êîòîðûå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò èìåòü
áîëüøîå çíà÷åíèå.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ëèíåéíîé ðåãðåññèè,

xt = Ztα + εt, t = 1, . . . , T ,

â êîòîðîé îøèáêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé GARCH-ïðîöåññ. Ïîñêîëüêó îøèáêà íå
àâòîêîððåëèðîâàíà è ãîìîñêåäàñòè÷íà, òî, êàê èçâåñòíî, îöåíêè íàèìåíüøèõ
êâàäðàòîâ ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè â êëàññå ëèíåéíûõ ïî x íåñìåùåííûõ îöå-
íîê. Îäíàêî íàëè÷èå óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè ïîçâîëÿåò íàéòè áîëåå
ýôôåêòèâíûå (ò.å. áîëåå òî÷íûå) îöåíêè ñðåäè íåëèíåéíûõ è ñìåùåííûõ îöå-
íîê. Äåéñòâèòåëüíî, ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äàåò àñèìïòîòè÷åñêè
ýôôåêòèâíûå îöåíêè, áîëåå òî÷íûå, ÷åì îöåíêè ÌÍÊ. Êîãäà ìû äåëàåì ïðî-
ãíîç íà ñëåäóþùèé, (T +1)-é, ïåðèîä, òî â îøèáêó ïðîãíîçà âíîñèò ñâîé âêëàä,
âî-ïåðâûõ, îøèáêà εT+1 , à, âî-âòîðûõ, ðàçíèöà ìåæäó îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ è
èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ. Èñïîëüçîâàíèå áîëåå òî÷íûõ îöåíîê ïîç-
âîëÿåò óìåíüøèòü â íåêîòîðîé ñòåïåíè âòîðóþ ñîñòàâëÿþùóþ îøèáêè ïðî-
ãíîçà.

Â îáû÷íûõ ìîäåëÿõ âðåìåííîãî ðÿäà ñ íåèçìåííûìè óñëîâíûìè äèñïåðñè-
ÿìè (íàïðèìåð, ARMA) íåîïðåäåëåííîñòü îøèáêè ïðîãíîçà — ýòî íåêîòîðàÿ
âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ ãîðèçîíòà ïðîãíîçà, êîòîðàÿ (åñëè íå ó÷èòûâàòü ðàç-
íèöó ìåæäó îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ è èñòèííûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ, î êî-
òîðîé øëà ðå÷ü â ïðåäûäóùåì àáçàöå) íå çàâèñèò îò ìîìåíòà ïðîãíîçà. Îäíàêî
â ïðèñóòñòâèè ARCH-îøèáîê òî÷íîñòü ïðîãíîçà áóäåò íåòðèâèàëüíî çàâèñåòü
îò òåêóùåé èíôîðìàöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, îò ìîìåíòà ïðîãíîçà. Ïîýòîìó äëÿ
êîððåêòíîãî ïîñòðîåíèÿ èíòåðâàëîâ îøèáêè ïðîãíîçà òðåáóåòñÿ èìåòü îöåíêè
áóäóùèõ óñëîâíûõ äèñïåðñèé îøèáêè.

Êðîìå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëåçíî èìåòü ïðîãíîçû íå òîëüêî (óñëîâ-
íîãî) ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èçó÷àåìîé ïåðåìåííîé, íî è åå (óñëîâíîé)
äèñïåðñèè. Ýòî âàæíî, íàïðèìåð, ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé îá èíâåñòèöèÿõ
â ôèíàíñîâûå àêòèâû. Â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèþ (âîëàòèëüíîñòü) äîõîäíîñòè
åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó ðèñêîâàííîñòè ôèíàíñîâîãî àêòèâà. Òà-
êèì îáðàçîì, ñàìè ïî ñåáå ïðîãíîçû óñëîâíîé äèñïåðñèè ìîãóò èìåòü ïðàêòè-
÷åñêîå ïðèìåíåíèå.
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Ïîêàæåì, ÷òî äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ïðîãíîçà çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè

ΩT = (xT , xT−1, . . . , x1, . . .).

(Ðåàëüíî ïðîãíîç äåëàåòñÿ íà îñíîâå èìåþùåãîñÿ ðÿäà (x1, . . . , xT ) , à íå âñåé
ïðåäûñòîðèè, îäíàêî ðàçëè÷èå ýòî íå ñòîëü ñóùåñòâåííî). Ïðè ýòîì ìû áóäåì
èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî íàì èçâåñòíû èñòèííûå ïàðàìåòðû ïðîöåññà. Ïðîãíîç íà
k ïåðèîäîâ — ýòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîãíîçèðóåìîé âåëè÷èíû xT+k ,
óñëîâíîå îòíîñèòåëüíî èìåþùåéñÿ íà ìîìåíò t èíôîðìàöèè ΩT . Îí ðàâåí

xp
T+k = E(xT+k|ΩT ) = E(ZT+kα + εT+k|ΩT ) = ZT+kα.

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî, ïîñêîëüêó èíôîðìàöèÿ ΩT ñîäåðæèòñÿ â èíôîðìàöèè
ΩT+k−1 ïðè k > 1 , òî ïî ïðàâèëó ïîâòîðíîãî âçÿòèÿ îæèäàíèÿ âûïîëíåíî

E(εT+k|ΩT ) = E (E (εT+k|ΩT+k−1) |ΩT ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòíû èñòèííûå ïàðàìåòðû, ïðèñóòñòâèå GARCH-
îøèáîê íå îòðàæàåòñÿ íà òîì, êàê ñòðîèòñÿ òî÷å÷íûé ïðîãíîç, — îí îêàçû-
âàåòñÿ òàêèì æå, êàê äëÿ îáû÷íîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Îøèáêà ïðåäñêàçàíèÿ
ðàâíà

dk = xT+k − xp
T+k = εT+k.

Óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ îøèáêè ïðåäñêàçàíèÿ ðàâíà

σ2
dk

= E
(
d2

k|ΩT

)
= E

(
ε2

T+k|ΩT

)
.

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî îíà çàâèñèò, êàê îò ãîðèçîíòà ïðîãíîçà, k , òàê è îò
ïðåäûñòîðèè ΩT .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè t > T âûïîëíåíî E (ε2
t |ΩT ) = E (σ2

t |ΩT ) ïîñêîëüêó

E
(
ε2

t − σ2
t |ΩT

)
= E

(
E

(
ε2

t − σ2
t |Ωt−1

)
|ΩT

)
= 0.

Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî E (ε2
t − σ2

t |Ωt−1) = 0 , ÷òî èíôîðìàöèÿ ΩT ñîäåðæèòñÿ â èí-
ôîðìàöèè Ωt−1 ïðè t > T è ïðèìåíèëè ïðàâèëî ïîâòîðíîãî âçÿòèÿ îæèäàíèÿ.
Çíà÷èò,

σ2
dk

= E
(
ε2

T+k|ΩT

)
= E

(
σ2

T+k|ΩT

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòè÷åñêè äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà xT+k — ýòî ïðîãíîç âîëà-
òèëüíîñòè íà k øàãîâ âïåðåä.

Âîçüìåì îò îáåèõ ÷àñòåé ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ GARCH-ïðîöåññà
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, óñëîâíîå îòíîñèòåëüíî ΩT . Ïîëó÷èì

E
(
σ2

t |ΩT

)
= ω +

p∑
j=1

δjE
(
σ2

t−j|ΩT

)
+

q∑
j=1

γjE
(
ε2

t−j|ΩT

)
. (1.1)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòó ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷åòà E (σ2
t |ΩT ) ïðè

t > T . Ïðè ýòîì ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî E (ε2
t |ΩT ) = ε2

t ïðè t 6 T , ïîñêîëüêó èíôîð-
ìàöèÿ î εt ñîäåðæèòñÿ â èíôîðìàöèîííîì ìíîæåñòâå ΩT , è ïî àíàëîãè÷íîé
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ïðè÷èíå E (σ2
t |ΩT ) = σ2

t ïðè t 6 T + 1 . Êðîìå òîãî, êàê ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè
E (ε2

t |ΩT ) = E (σ2
t |ΩT ) ïðè t > T .

Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ âñå äàííûå äëÿ òîãî, ÷òîáû ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
(1.1) ðàññ÷èòàòü äèñïåðñèþ îøèáêè ïðîãíîçà äëÿ xT+k â ìîäåëè GARCH. Ïðè
k = 1 ìîæíî ñðàçó çàïèñàòü, áåç ïðèìåíåíèÿ (1.1), ÷òî

σ2
d1

= E
(
σ2

T+1|ΩT

)
= σ2

T+1,

ãäå σ2
T+1 ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó. Â ìîäåëè GARCH(1,1) ïðè k > 1

ïî ôîðìóëå ()
E

(
σ2

T+k|ΩT

)
= ω + (δ1 + γ1)E

(
σ2

T+k−1|ΩT

)
,

ò.å.
σ2

dk
= ω + (δ1 + γ1)σ

2
dk−1

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îáùåå âûðàæåíèå äëÿ GARCH(1,1) (íå ïîäõîäÿùåå
òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ δ1 + γ1 = 1 ) èìååò âèä

σ2
dk

= ω
1− (δ1 + γ1)

k−1

1− δ1 − γ1

+ (δ1 + γ1)
k−1 σ2

T+1.

Â ïðåäåëå â ñèòóàöèè ñòàöèîíàðíîñòè (ò.å. ïðè δ1 +γ1 < 1 ) óñëîâíàÿ äèñïåð-
ñèÿ îøèáêè ïðîãíîçà ñõîäèòñÿ ê áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè ïðîöåññà GARCH(1,1):

lim
k→∞

σ2
dk

=
ω

1− δ1 − γ1

.

Õîòÿ ìû ïîëó÷èëè îáùåå âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè îøèáêè ïðîãíîçà, íî ýòî-
ãî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåäîñòàòî÷íî äëÿ êîððåêòíîãî ïîñòðîåíèÿ äîâåðèòåëüíûõ
èíòåðâàëîâ, ïîñêîëüêó óñëîâíîå îòíîñèòåëüíî ΩT ðàñïðåäåëåíèå εT+k , à, ñëå-
äîâàòåëüíî, è ðàñïðåäåëåíèå îøèáêè ïðîãíîçà dk , èìååò áîëåå òîëñòûå õâîñòû,
÷åì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. ×òîáû îáîéòè ýòó ïðîáëåìó, ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü, íàïðèìåð, ïðîãíîçíûå èíòåðâàëû â âèäå ïëþñ/ìèíóñ äâóõ ñðåäíåêâàäðà-
òè÷åñêèõ îøèáîê ïðîãíîçà áåç âûÿñíåíèÿ òîãî, êàêîé èìåííî äîâåðèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòè ýòî ñîîòâåòñòâóåò3 .

×òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü çàâèñèìîñòü äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ ïðîãíî-
çîâ îò ïðåäûñòîðèè ìû ñãåíåðèðîâàëè ðÿä GARCH(1,1) äëèíîé 100 ñ ïàðàìåò-
ðàìè δ1 = 0.3è γ1 = 0.3 è ïîñòðîèëè òåîðåòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
ïðè T = 20 è T = 40 . Ïðîãíîç âåçäå ðàâåí íóëþ. Ðèñ.33 ïîêàçûâàåò óñëîâíûå
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû ïðîãíîçîâ äëÿ íàøåãî ïðîöåññà GARCH(1,1), à òàêæå
ñàì ðÿä. Èíòåðâàë äëÿ T = 20 ïîñòåïåííî ñóæàåòñÿ, à äëÿ T = 40 — ðàñøè-
ðÿåòñÿ äî óðîâíÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè. Òàêîå ïîâåäåíèå
îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè T = 21 âîëàòèëüíîñòü (óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ) áûëà
îòíîñèòåëüíî âûñîêîé, à ïðè T = 41 — îòíîñèòåëüíî íèçêîé. Î÷åâèäíà ñïî-
ñîáíîñòü óñëîâíûõ ïðîãíîçíûõ èíòåðâàëîâ ïðèñïîñàáëèâàòüñÿ ê èçìåíåíèÿì
â âîëàòèëüíîñòè. Ïðèìå÷àòåëüíî òî, ÷òî èíòåðâàëû ïðîãíîçîâ ìîãóò ñóæàòüñÿ
ñ ðîñòîì ãîðèçîíòà ïðîãíîçîâ, åñëè ïðîãíîç äåëàåòñÿ â ìîìåíò, ñîîòâåòñòâó-
þùèé âûñîêîìó óðîâíþ âîëàòèëüíîñòè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â áóäóùåì
ñëåäóåò îæèäàòü ñíèæåíèÿ (îæèäàåìîãî) óðîâíÿ âîëàòèëüíîñòè.

3ßñíî, ÷òî äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòî ïðèìåðíî 95% -é äâóñòîðîííèé êâàíòèëü.
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Ðèñóíîê 33

Íà ïðàêòèêå ñëåäóåò âíåñòè èçìåíåíèÿ â ïðèâåäåííûå âûøå ôîðìóëû, êî-
òîðûå âûâåäåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èñòèííûå ïàðàìåòðû ïðîöåññà èçâåñò-
íû. Âñå ïàðàìåòðû çàìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè. Ìîæíî òàêæå
äîáàâèòü ê äèñïåðñèè ïðîãíîçà ïîïðàâêó, ñâÿçàííóþ ñ òåì, ÷òî ïðè ïðîãíîçè-
ðîâàíèè èñïîëüçóþòñÿ îöåíêè a , à íå èñòèííûå êîýôôèöèåíòû ðåãðåññèè α .
Ýòî äîáàâêà ðàâíà ïðèáëèçèòåëüíî

ZT+kV ar(a)−1Z ′T+k.

Âìåñòî íåèçâåñòíîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ, V ar(a) ,
ñëåäóåò âçÿòü åå îöåíêó, ïîëó÷àåìóþ â ìåòîäå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

1.4 Ðàçíîâèäíîñòè ìîäåëåé ARCH

Ñóùåñòâóåò îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ìîäèôèêàöèé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè GARCH.
Äàäèì îáçîð òîëüêî âàæíåéøèõ íàïðàâëåíèé, â êîòîðûõ âîçìîæíà ìîäèôè-
êàöèÿ ìîäåëè. Âñå ýòè ìîäåëè âêëþ÷àþò â ñåáÿ êàêèå-ëèáî àâòîðåãðåññèîí-
íî óñëîâíî ãåòåðîñêåäàñòè÷íûå ïðîöåññû. Ôîðìàëüíî ïðîöåññ εt ñ íóëåâûì
óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (E(εt|Ωt) = 0 ) ÿâëÿåòñÿ àâòîðåãðåññèîí-
íî óñëîâíî ãåòåðîñêåäàñòè÷íûì, åñëè åãî óñëîâíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðåäûñòîðèè
äèñïåðñèÿ,

σ2
t = E(ε2

t |Ωt) = V ar(εt|Ωt),

íåòðèâèàëüíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè Ωt .

1.4.1 Ôóíêöèîíàëüíàÿ ôîðìà äèíàìèêè óñëîâíîé äèñïåðñèè

Ìîäåëè àâòîðåãðåññèîííî óñëîâíî ãåòåðîñêåäàñòè÷íûõ ïðîöåññîâ ìîãóò ðàç-
ëè÷àòüñÿ òåì, êàêîé èìåííî ôóíêöèåé çàäàåòñÿ çàâèñèìîñòü óñëîâíîé äèñïåð-
ñèè îò ñâîèõ ëàãîâ è ëàãîâ εt . Íàïðèìåð, â ëîãàðèôìè÷åñêîé GARCH-ìîäåëè
óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

ln σ2
t = ω +

p∑
j=1

δj ln σ2
t−j +

q∑
j=1

γj ln ε2
t−j.

Â òàêîé ìîäåëè óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíà âíå çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ.

Ñëåäóþùàÿ íåëèíåéíàÿ GARCH-ìîäåëü âêëþ÷àåò â ñåáÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé
îáû÷íóþ GARCH-ìîäåëü:

σλ
t = ω +

p∑
j=1

δjσ
λ
t−j +

q∑
j=1

γj|εt−j|λ.



1.4. ÐÀÇÍÎÂÈÄÍÎÑÒÈ ÌÎÄÅËÅÉ ARCH 13

Êðîìå òîãî, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ GARCH-ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ÷àñò-
íûì ñëó÷àåì ýòîé ìîäåëè (ïîñëå íåáîëüøèõ èçìåíåíèé) ïðè λ → 0 .

Â ïðèâåäåííûõ ìîäåëÿõ óñëîâíàÿ äèñïåðñèÿ íå çàâèñèò îò çíàêîâ ëàãîâ
εt , òîëüêî îò èõ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû. Ýòî ìîæåò áûòü ñåðüåçíûì îãðàíè÷å-
íèåì, ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõ ôèíàíñîâûõ äàííûõ ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ «ýôôåêò
ëåâåðåäæà». Ñíèæåíèå ðûíî÷íîé ñòîèìîñòè àêöèîíåðíîãî êàïèòàëà óâåëè÷è-
âàåò îòíîøåíèå çàåìíûõ ñðåäñòâ ê ñîáñòâåííûì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâûøàåò
ðèñêîâàííîñòü âëîæåíèé â ôèðìó. Ïîñëåäíåå ïðîÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèåì âîëà-
òèëüíîñòè. Â ðåçóëüòàòå, áóäóùèå çíà÷åíèÿ âîëàòèëüíîñòè îòðèöàòåëüíî êîð-
ðåëèðóþò ñ òåêóùåé äîõîäíîñòüþ. Ýòî äàëî òîë÷îê ê ðàçâèòèþ ðàçíîãî ðîäà
àñèììåòðè÷íûõ ïî εt ìîäåëåé. Ñàìîé èçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
ìîäåëü GARCH (EGARCH), ïðåäëîæåííàÿ Ä. Íåëüñîíîì. Îíà èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

ξt ∼ NID(0, 1),

εt = ξtσt,

ln σ2
t = ω +

p∑
j=1

δj ln σ2
t−j +

q∑
j=1

αjg(ξt−j),

g(ξt) = θξt + γ(|ξt| − E|ξt|).

Òàêèì îáðàçîì, â EGARCH σ2
t çàâèñèò è îò âåëè÷èíû, è îò çíàêà ëàãîâ εt .

Ëîãàðèôì óñëîâíîé äèñïåðñèè, ln σ2
t , îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññîì ARMA( p , q ) ñ

îáû÷íûìè äëÿ ARMA óñëîâèÿìè ñòàöèîíàðíîñòè.
Ýôôåêò ëåâåðåäæà ìîæíî òàêæå ó÷åñòü â íåëèíåéíîé GARCH-ìîäåëè, ââå-

äÿ äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð ñäâèãà κ :

σλ
t = ω +

p∑
j=1

δjσ
λ
t−j +

q∑
j=1

γj|εt−j − κ|λ.

1.4.2 Îòêàç îò íîðìàëüíîñòè

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ôèíàíñîâûå ðÿäû îáû÷íî õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøîé âå-
ëè÷èíîé êóðòîçèñà. Ìîäåëü GARCH ÷àñòè÷íî ó÷èòûâàåò ýòî, ïîñêîëüêó â íåé
áåçóñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå GARCH-ïðîöåññà èìååò òîëñòûå õâîñòû. Ýòî ÿâëÿ-
åòñÿ ðåçóëüòàòîì ñòîõàñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà óñëîâíîé äèñïåðñèè. Îäíàêî, êàê
ïîêàçûâàåò îïûò, ýòîò ýôôåêò íå ïîëíîñòüþ óëàâëèâàåòñÿ ìîäåëüþ GARCH,
÷òî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî íîðìèðîâàííûå îñòàòêè ìîäåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ξt = εt/σt , âñå åùå õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé êóðòîçèñà. Òàêèì îá-
ðàçîì, íå âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ïðåäïîëîæåíèé ìîäåëè GARCH — î òîì, ÷òî
εt óñëîâíî ïî ïðåäûñòîðèè èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ýòî ñîçäàåò òðóäíîñòè ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ ìîäåëè. Äîïóñòèì, íà ñàìîì äåëå îøèáêè ðàñïðåäåëåíû
íå íîðìàëüíî, íî ìû ìàêñèìèçèðóåì ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ, îñíîâûâàþùó-
þñÿ íà íîðìàëüíîñòè, ò.å. èñïîëüçóåì òàê íàçûâàåìûé ìåòîä êâàçèìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. ×òî ïðè ýòîì ïðîèçîéäåò? Âî-ïåðâûõ, ïðè íàðóøåíèè
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ïðåäïîëîæåíèÿ î íîðìàëüíîñòè îöåíêè õîòÿ è áóäóò ñîñòîÿòåëüíûìè, íî óæå
íå áóäóò àñèìïòîòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè (ò.å. íàèáîëåå òî÷íûìè â ïðåäåëå).
Âî-âòîðûõ, ñòàíäàðòíûå ìåòîäû îöåíèâàíèÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû îöåíîê
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ óæå íå ãîäÿòñÿ. Òðåáóåòñÿ ñêîððåêòèðîâàííàÿ
îöåíêà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû.

Àëüòåðíàòèâîé ìåòîäó êâàçèìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñëóæàò ìîäåëè,
â êîòîðûõ â ÿâíîì âèäå äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ξt = εt/σt èìååò
ðàñïðåäåëåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò íîðìàëüíîãî. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ
t -ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà, ïîñêîëüêó ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïðè ìàëûõ ñòåïå-
íÿõ ñâîáîäû èìååò áîëüøîé êóðòîçèñ. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, ïðè÷åì íåïðåðûâíûé (ôîðìóëà
ïëîòíîñòè t -ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäõîäèò è â ñëó÷àå, êîãäà áåðåòñÿ íåöåëîå êî-
ëè÷åñòâî ñòåïåíåé ñâîáîäû). Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ,
íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìîå îáîáùåííîå ðàñïðåäåëåíèå îøèáêè (GED).

×àñòî ðàñïðåäåëåíèå ξt ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñêîøåííûì âïðàâî. Äëÿ ó÷åòà ýòî-
ãî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü àñèììåòðè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñ òîëñòûìè õâîñòàìè.
Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåöåíòðàëüíîå t -ðàñïðåäåëåíèå, èçâåñòíîå èç
ñòàòèñòèêè. Äðóãîé âàðèàíò, áîëåå ïðîñòîé â èñïîëüçîâàíèè — ýòî òàê íàçû-
âàåìîå ñêîøåííîå t -ðàñïðåäåëåíèå, êîòîðîå «ñêëåèâàåòñÿ» èç äâóõ ïîëîâèíîê
t -ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå ïî-ðàçíîìó ìàñøòàáèðîâàíû.

1.4.3 GARCH-M

Â ìîäåëè GARCH-M íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèå ðåãðåññèè äîáàâëÿåòñÿ óñëîâ-
íàÿ äèñïåðñèÿ:

xt = Ztα + πg(σ2
t ) + εt,

ãäå g(·) — íåêîòîðàÿ âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ. Ýòà íîâàÿ êîìïîíåíòà ââîäèòñÿ
äëÿ òîãî, ÷òîáû îòðàçèòü âëèÿíèå âîëàòèëüíîñòè âðåìåííîãî ðÿäà íà çàâèñè-
ìóþ ïåðåìåííóþ. Äåëî â òîì, ÷òî èç ìíîãèõ ôèíàíñîâûõ ìîäåëåé ñëåäóåò, ÷òî
äîõîäíîñòü àêòèâà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíî ñâÿçàíà ñ ðèñêîâàííîñòüþ ýòîãî
àêòèâà.

Â êà÷åñòâå g(·) îáû÷íî èñïîëüçóþò g(σ2
t ) = σ2

t , g(σ2
t ) =

√
σ2

t = σt èëè g(σ2
t ) =

ln σ2
t .

1.4.4 Ñòîõàñòè÷åñêàÿ âîëàòèëüíîñòü

Â ðàññìîòðåííûõ ìîäåëÿõ ñ àâòîðåãðåññèîííîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòüþ óñëîâ-
íàÿ äèñïåðñèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäûñòîðèåé. Ýòî íå îñòàâëÿåò ìåñòà
äëÿ ñëó÷àéíûõ âëèÿíèé íà âîëàòèëüíîñòü, ïîìèìî âëèÿíèé ëàãîâ ñàìîãî ïðî-
öåññà. Îäíàêî àâòîðåãðåññèîííàÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòü ìîæåò âîçíèêíóòü ïî-
äðóãîìó. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü àâòîðåãðåññèîííîé ñòîõàñòè÷åñêîé âîëà-
òèëüíîñòè, â êîòîðîé ëîãàðèôì óñëîâíîé äèñïåðñèè îïèñûâàåòñÿ àâòîðåãðåñ-
ñèîííûì ïðîöåññîì. Ìîäåëü àâòîðåãðåññèîííîé ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíî-

GUEST
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ñòè 1-ãî ïîðÿäêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ξt ∼ NID(0, 1),

ηt ∼ NID(0, σ2
η),

εt = ξtσt,

ln σ2
t = ω + δ ln σ2

t−1 + ηt.

Ýòà ìîäåëü ïî ñòðóêòóðå ïðîùå, ÷åì ìîäåëü GARCH, è ëó÷øå îáîñíîâàíà
òåîðåòè÷åñêè, ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèíàíñîâûõ ìîäåëåé, îäíàêî åå øèðîêîìó èñ-
ïîëüçîâàíèþ ìåøàåò ñëîæíîñòü ýôôåêòèâíîãî îöåíèâàíèÿ. Ïðîáëåìà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî äëÿ íåå, â îòëè÷èå îò ìîäåëåé òèïà GARCH, íåâîçìîæíî â ÿâíîì
âèäå âûïèñàòü ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåä òåì, êòî ðåøèë
ïðèìåíèòü ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè, ñòîèò äèëåììà: ëèáî èñïîëü-
çîâàòü àëãîðèòìû, êîòîðûå äàþò ñîñòîÿòåëüíûå, íî íåýôôåêòèâíûå îöåíêè
(íàïðèìåð, ìåòîä ìîìåíòîâ), ëèáî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû, êîòîðûå òðåáóþò
ñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ (íàïðèìåð, àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî
äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ìíîãîìåðíîé ïëîòíîñòè).

Íåñëîæíî ïðèäóìàòü ìîäåëè, êîòîðûå áû îáúåäèíÿëè ÷åðòû ìîäåëåé òè-
ïà GARCH è ìîäåëåé ñòîõàñòè÷åñêîé âîëàòèëüíîñòè. Íî çäåñü îïÿòü âñòàåò
ïðîáëåìà îöåíèâàíèÿ.

1.4.5 ARCH-ïðîöåññû ñ äîëãîñðî÷íîé ïàìÿòüþ

Äëÿ ìíîãèõ ôèíàíñîâûõ äàííûõ îöåíêà
∑p

j=1 δj +
∑q

j=1 γj , îêàçûâàåòñÿ î÷åíü
áëèçêîé ê åäèíèöå. Ýòî äàåò ýìïèðè÷åñêîå îáîñíîâàíèå äëÿ òàê íàçûâàåìîé
èíòåãðèðîâàííîé ìîäåëè GARCH, ñîêðàùåííî IGARCH. Ýòî îáû÷íûå ìîäå-
ëè GARCH, â êîòîðûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ óñëîâíîé äèñïåðñèè
èìååò êîðåíü ðàâíûé åäèíèöå, è, ñëåäîâàòåëüíî,

∑p
j=1 δj +

∑q
j=1 γj = 1 . Â ÷àñò-

íîñòè, ïðîöåññ IGARCH(1,1) ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σ2
t = ω + (1− γ)σ2

t−1 + γε2
t−1

IGARCH-ïðîöåññû ìîãóò áûòü ñòðîãî ñòàöèîíàðíû, îäíàêî íå èìåþò îãðà-
íè÷åííîé áåçóñëîâíîé äèñïåðñèè è ïîýòîìó íå ÿâëÿþòñÿ ñëàáî ñòàöèîíàðíû-
ìè.

Â ìîäåëè IGARCH(1,1) ïðîãíîç âîëàòèëüíîñòè íà k øàãîâ âïåðåä (èëè, ÷òî
òî æå ñàìîå, äèñïåðñèÿ ïðîãíîçà ñàìîãî ïðîöåññà íà k øàãîâ âïåðåä) ðàâåí

E(σ2
T+k|ΩT ) = σ2

dk
= ω(k − 1) + σ2

T+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, øîê óñëîâíîé äèñïåðñèè èíåðöèîíåí â òîì ñìûñëå, ÷òî îí
âëèÿåò íà áóäóùèå ïðîãíîçû âñåõ ãîðèçîíòîâ.

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîëó÷èëî ðàñïðîñòðàíåíèå ïîíÿòèå òàê íàçûâàåìîé äðîá-
íîé èíòåãðèðîâàííîñòè. Äðîáíî-èíòåãðèðîâàííûé ïðîöåññ (ARFIMA) ñ ïàðà-
ìåòðîì èíòåãðèðîâàííîñòè d ∈ (0, 1) çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæ-
äó ñòàöèîíàðíûìè ïðîöåññàìè ARMA ( d = 0 ) è èíòåãðèðîâàííûìè ( d = 1 ).
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Òàêèå ïðîöåññû èìåþò àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ çàòóõàåò ãè-
ïåðáîëè÷åñêè, â òî âðåìÿ êàê àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ñòàöèîíàðíîãî
ïðîöåññà ARMA çàòóõàåò ýêñïîíåíöèàëüíî, ò.å. áîëåå áûñòðî. Â ñâÿçè ñ ýòèì
ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî äðîáíî-èíòåãðèðîâàííûå ïðîöåññû õàðàêòåðèçóþòñÿ
äîëãîñðî÷íîé ïàìÿòüþ. Ýòî ÿâëåíèå áûëî îáíàðóæåíî êàê â óðîâíÿõ, òàê è
â äèñïåðñèÿõ ìíîãèõ ôèíàíñîâûõ ðÿäîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâèëèñü ìîäåëè
äðîáíî-èíòåãðèðîâàííûõ ARCH-ïðîöåññîâ, òàêèå êàê FIGARCH, HYGARCH.

1.4.6 Ìíîãîìåðíûå ìîäåëè âîëàòèëüíîñòè

×àñòî èç ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî ôèíàíñîâûå âðåìåííûå ðÿäû
äîëæíû áûòü âçàèìîñâÿçàíû, â òîì ÷èñëå è ÷åðåç âîëàòèëüíîñòü: êðàòêîñðî÷-
íûå è äîëãîñðî÷íûå ïðîöåíòíûå ñòàâêè, âàëþòíûå êóðñû äâóõ âàëþò, âûðà-
æåííûå â îäíîé è òîé æå òðåòüåé âàëþòå, êóðñû àêöèé ôèðì, çàâèñÿùèõ îò
îäíîãî è òîãî æå ðûíêà, è ò.ï. Êðîìå òîãî, óñëîâíûå âçàèìíûå êîâàðèàöèè òà-
êèõ ôèíàíñîâûõ ïîêàçàòåëåé ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì. Êîâàðèàöèÿ ìåæäó
ôèíàíñîâûìè àêòèâàìè èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ìîäåëÿõ ïîèñêà îïòè-
ìàëüíîãî èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ, ìíîãîìåðíûå ìîäå-
ëè àâòîðåãðåññèîííîé óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì
ðàñøèðåíèåì îäíîìåðíûõ ìîäåëåé.

Îáùåå îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîãî ARCH-ïðîöåññà íå ïðåäñòàâëÿåò íèêà-
êîé òåîðåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè: ðàññìàòðèâàåòñÿ m -ìåðíûé íàáëþäàåìûé ñëó-
÷àéíûé âåêòîð xt , m -ìåðíûé âåêòîð åãî óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ, óñëîâíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòüþ m × m . Ïðåäëîæåíî
ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ ìîäåëåé ðàçíîé ñòåïåíè ñëîæíîñòè. Îöåíèâàíèå ìíî-
ãîìåðíîé ARCH-ìîäåëè, îäíàêî, ñîïðÿæåíî ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè. Â
÷àñòíîñòè, ýòè òðóäíîñòè ñâÿçàíû ñ íåîáõîäèìîñòüþ ìàêñèìèçàöèè ïî áîëüøî-
ìó êîëè÷åñòâó íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîýòîìó â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ
îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå òàêèì ìíîãîìåðíûì ìîäåëÿì âîëàòèëüíîñòè, â êîòîðûõ
êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ ìàëî. Â òî æå âðåìÿ äëÿ òàêèõ «êîìïàêòíûõ» ìîäåëåé
(íàïðèìåð, äëÿ ôàêòîðíûõ ìîäåëåé âîëàòèëüíîñòè) ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü ÿâ-
íîé ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ, ÷òî ñîçäàåò äîïîëíèòåëüíûå òðóä-
íîñòè ïðè îöåíèâàíèè.
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