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Базовые понятия
Пусть Y — реализация N-мерной случайной величины, распределенной

как:
а) Pθθθθ(x) (вероятность) — в случае дискретного распределения.
б) pθθθθ(x) (плотность) — в случае непрерывного распределения.
Здесь Pθθθθ(x) (pθθθθ(x)) характеризует семейство распределений задаваемое

параметром θθθθ ∈  ΘΘΘΘ, ΘΘΘΘ ⊂  ρm
  — пространство параметров. В эконометрии при-

нято говорить об этом семействе распределений как о порождающем данные
процессе (ПДП). Будем считать, что рассматриваемый вектор наблюдений
(выборка) порожден распределением из этого семейства с параметром
θθθθ0

 ∈  ΘΘΘΘ, которое будем называть истинным распределением, а θθθθ0 — истинным
параметром.

Функция !(Y, θ) = Pθθθθ(Y) (соответственно !(Y, θ) = pθθθθ(Y)) называется
функцией правдоподобия.

Оценкой максимального правдоподобия (θθθθ")  , сокращенно оценкой МП,
называется решение задачи

!(Y, θ) → maxθθθθ∈  ΘΘΘΘ .
Будем считать в дальнейшем, что решение задачи единственно.1

Такой метод оценивания называют методом максимального правдопо-
добия.

Обычно удобнее пользоваться логарифмической функцией максималь-
ного правдоподобия  

#(Y, θ) = ln(!(Y, θ)).
Логарифм — (бесконечно) дифференцируемая возрастающая функция:

поэтому можно находить оценки МП решая задачу #(Y, θ) → maxθθθθ∈  ΘΘΘΘ .
В частном случае вектор наблюдений состоит из независимых случай-

ных величин. При этом

!(Y, θ) = ∏
i

 
 !i(Yi, θ), #(Y, θ) = ∑

i

 

 #i(Yi, θ).

Вообще говоря вектор наблюдений Y состоит из зависимых между собой
и/или неодинаково распределенных случайных величин, поэтому не является

                                                          
1 Пример неединственности представляет оценивание процесса скользящего среднего

в ошибке.
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выборкой в обычном смысле слова. В общем случае это равенство тоже бу-
дет верным если обозначить

!i(Yi, θ) = pθθθθ(Yi |Yi –1,...,Y1)     и     #i(Yi, θ) = ln(!i(Yi, θ)).
Тем самым задается разбиение функции правдоподобия на вклады от-

дельных наблюдений.
Поскольку Y — случайная величина, то функция правдоподобия — слу-

чайная величина при данном значении параметров. Оценка максимального
правдоподобия является функцией вектора наблюдений: θθθθ" ====θθθθ"(Y), поэтому
это тоже случайная величина. Соответственно, точно так же случайными ве-

личинами является значение функции правдоподобия в максимуме !"(Y) =
!(Y,θθθθ") и многие другие рассматриваемые далее величины (градиент, гессиан
и т. п.).

Пусть функция правдоподобия дифференцируема по θθθθ и достигает мак-
симума во внутренней точке (θθθθ"  ∈  int(ΘΘΘΘ)), тогда оценка МП θθθθ" должна удовле-
творять следующему условию первого порядка:

 ∂!
∂θθθθ (Y,θθθθ") = 0 или  

 ∂!
∂θθθθ(Y,θθθθ") = 0.

Таким образом, градиент логарифмической функции правдоподобия g(θθθθ)
при θθθθ = θθθθ" должен быть равен нулю.

Для того, чтобы оценки, удовлетворяющие этим уравнениям правдопо-
добия действительно давали максимум правдоподобия, необходимо и доста-
точно, чтобы были выполнены условия второго порядка (предполагаем, что
функция правдоподобия дважды дифференцируема). А именно, матрица
Гессе (гессиан) логарифмической функции правдоподобия должна быть
всюду отрицательно определена. Далее мы встретим случаи, когда это свой-
ство действительно выполнено (логит и пробит), и когда может быть не-
сколько локальных максимумов (“полная” функция правдоподобия для рег-
рессии с AR(1)-ошибкой). Матрица Гессе $$$$ по определению есть матрица
вторых производных:

$jl(Y, θθθθ) = 
 ∂2!

∂θj∂θl
(Y, θθθθ)              j, l = 1,..., m.

С помощью матричного дифференцирования можно записать гессиан в
виде
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$$$$ = 
 ∂2!

∂θθθθ∂θθθθT.

В некоторых моделях функция правдоподобия неограниченна сверху и
не существует оценок максимального правдоподобия в смысле приведенного
выше определения. Согласно альтернативному определению оценками мак-
симального правдоподобия называют корни уравнения правдоподобия, яв-
ляющиеся локальными максимумами функции правдоподобия, корнями
уравнения правдоподобия. Существуют модели, для которых такие оценки
состоятельны.

Информационной матрицей для вектора наблюдений размерностью N
будем называть матрицу

%%%%N(θθθθ) = Eθθθθ(g(Y, θ) gT(Y, θ)).
Заметим, что по этому определению информационная матрица — функ-

ция некоторого вектора параметров θθθθ ∈  ΘΘΘΘ. В дальнейшем для сокращения за-
писи, если это не вносит путаницы, индекс количества наблюдений N будем
опускать: %%%%(θθθθ). Индекс θθθθ у символа математического ожидания E означает,
что ожидание вычисляется в предположении, что θθθθ — точка истинных пара-
метров. Заметьте, что оператор E без нижнего индекса везде означает ожи-
дание для распределения с параметрами θθθθ0!

В дальнейшем будет использоваться следующее очевидное свойство
функции правдоподобия. Пусть ϕ(Y) есть некоторая функция вектора на-
блюдений Y. Тогда ее математическое ожидание равно

E(ϕ(Y)) = 
 

∫
&
ϕ(Y) !(θθθθ0,Y) dY,

где & обозначает пространство элементарных событий (пространство пере-
менной Y).

Таким образом, можно переписать определение информационной мат-
рицы в виде

%%%%(θθθθ) = 
 

∫
&
g(Y, θ) gT(Y, θ) !(θθθθ,Y) dY.

Асимптотическая информационная матрица есть предел

%%%%∞
 (θθθθ) = limN → ∞

1
N %%%%N(θθθθ).



6

Множитель 1/N добавлен в определения для того, чтобы существовал ко-
нечный предел (информационная матрица является величиной порядка
O(N)).

Если мы рассматриваем выборку, то применяя определение информаци-
онной матрицы к отдельным наблюдениям (%%%%i), имеем

%%%%N = N%%%%i .
Таким образом, если наблюдения независимы и одинаково распределе-

ны, то информация растет пропорционально количеству наблюдений.
Пример. Линейная регрессия с нормально распределенными ошибками.
Пусть ошибки εi ∼  NID(0,σ 2). Эта аббревиатура означает, что случайные

величины εi независимы и имеют нормальное распределение с параметрами
(0,σ 2) (normally and independently distributed). Ковариационная матрица век-
тора ошибок — это единичная матрица с точностью до множителя: E(εεεεεεεεT) =
σ 2 IN.

Зависимая переменная связана с ошибками следующим образом:
Y = Xββββ + εεεε,

где X — матрица регрессоров (N×m), ββββ — вектор-столбец неизвестных ко-
эффициентов длины m. Таким образом, Yi имеет нормальное распределение с
параметрами (Xi

 ββββ, σ 2), где Xi — i-я строка матрицы X:
Yi ~ N(Xi ββββ, σ 2).

Плотность распределения N(α,σ 2) равна

p(x) = 
1

 2πσ 2 
 exp(– (x – α)2

2σ 2  ).

Функция правдоподобия для этого набора наблюдений имеет вид

!'= (2πσ 2)– N/2
  ∏

i =1

N
  exp(– (Yi – Xi ββββ)2

2σ 2  ).

Логарифмическая функция правдоподобия:

#"= – 
N
2 ln(2πσ 2) – 

1
2σ 2 ∑

i =1

N
 (Yi – Xi

 ββββ)2
  =

= – 
N
2 ln(2πσ 2) – 

1
2σ 2 (Y – Xββββ)T(Y – Xββββ) = – 

N
2 ln(2πσ 2) – 

1
2σ 2 eTe.

Здесь мы обозначили вектор остатков e = Y – Xββββ.
В данном случае вектор неизвестных параметров состоит из двух ком-

понент:
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θθθθ = 






ββββ

σ 2  .

Градиент логарифмической функции правдоподобия тоже состоит из
двух частей:

gββββ = 
 ∂!
∂ββββ T  = 

1
σ 2 X T(Y – Xββββ) = 

1
σ 2 X Te.

g 
σ 2 = 

 ∂!
∂σ 2 = – 

N
2σ 2 + 

eTe
2σ 4  = 

1
2σ 4 ( RSS(ββββ) – Nσ 2),

где RSS(ββββ) = eTe — сумма квадратов остатков.
Оценка максимального правдоподобия θθθθ" должна удовлетворять равенст-

ву g(θθθθ" ) = 0, откуда получим

ββββ"  = (X TX)–1
 X TY     и    σ" 2 = 

RSS(ββββ")
N  = 

1
N (Y – Xββββ")T(Y – Xββββ").

ММП дает ту же оценку вектора коэффициентов регрессии ββββ, что и
МНК. Как известно, оценка дисперсии σ" 2 является смещенной:

E(σ" 2) = 
N – m

N σ 2.

Покажем, каким образом связаны ММП и МНК.
Выразим, используя равенство  g 

σ 2 = 0, дисперсию через ββββ:

σ 2(ββββ) = 
RSS(ββββ)

N .

Если подставить ее в функцию правдоподобия, то получится концентри-
рованная функция правдоподобия:

#c = – 
N
2 ln(2πσ 2(ββββ)) – 

1
2σ 2(ββββ)  RSS(ββββ) = – 

N
2 ln(2π RSS(ββββ)

N ) – 
N
2 .

Максимизация ее эквивалентна минимизации суммы квадратов остатков
RSS(ββββ) по ββββ.

Гессиан логарифмической функции правдоподобия состоит из следую-
щих компонент:

$$$$ββββββββ = 
 ∂2!

∂ββββ ∂ββββ T = – 
1

σ 2 X TX, $$$$ 
ββββσ 2 = 

 ∂2!
∂ββββ ∂σ 2 = – 

1
σ 4 eTX,

$$$$ 
σ 2ββββ = 

 ∂2!
∂σ 2 ∂ββββ 

T  = – 
1

σ 4 X Te,'''' $$$$ 
σ 2σ 2 = 

 ∂2!
(∂σ 2)2 = 

N
2σ 4 – 

eTe
σ 6  .
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В точке истинных параметров e = εεεε. Используя это, получим, что компо-
ненты информационной матрицы, вычисленной в точке истинных парамет-
ров равны:

%%%%ββββββββ(θθθθ0) = E(gββββ(θθθθ0)gββββ(θθθθ0)T) = E(
1

σ 4 X TεεεεεεεεTX) =

= 
1

σ 4 X TE(εεεεεεεεT)X = 
1

σ 4 σ 2X T I X = 
1

σ 2 X TX ,

%%%% 
ββββσ 2(θθθθ0) = E(g 

σ 2(θθθθ0)gββββ(θθθθ0)T) = E(
1
σ6 (εεεεTεεεε – Nσ 2)εεεεTX) = 0T,

%%%% 
σ 2ββββ (θθθθ0) = 0 (аналогично),

%%%% 
σ 2σ 2(θθθθ0) = E(g 

σ 2(θθθθ0)
2
 ) = E(

1
4σ 8 (εεεεTεεεε – Nσ 2)2) =,

= 
1

4σ 8 E( (εεεεTεεεε)2) – 2 N 1
4σ 6  E(εεεεTεεεε) + N2

 
 1
4σ 4 =

= 
1

4σ 8 (
 

∑
i

E(ε4
 i) +

 

∑
i≠s

E(ε2
 iε

2
 s)) – 2 N 1

4σ 6 
 

∑
i

E(ε2
 i) + N2

 
 1
4σ 4 =

= 
1

4σ 8 3 Nσ 4 + 
1

4σ 8 (N
2
 – N)σ 4 – 2 N 1

4σ 6 Nσ 2 + N2
 

 1
4σ 4 = N 1

2σ 4.

В данном случае %%%% — блочно-диагональная матрица по параметрам ββββ и
σ 2. В дальнейшем мы рассмотрим, какие полезные свойства из этого выте-
кают.
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Характеристика ММП
В статистике применяются три основных метода оценивания:

•   Метод наименьших квадратов.
•   (Обобщенный) метод моментов.
•   Метод максимального правдоподобия.

Интересно сравнить ММП с двумя другими методами.
Условия, при которых можно использовать ММП более ограничитель-

ны. Метод требует явного задания вида распределения.
С другой стороны, ММП более универсален. Его можно использовать

для любых моделей, задающих вид распределения наблюдаемых перемен-
ных. Два другие метода можно использовать лишь тогда, когда распределе-
ние переменных можно представить в определенном виде. Если есть гипоте-
за о точном виде распределения, то всегда понятно, как получать оценки па-
раметров, распределений параметров и различных статистик, как проверять
гипотезы, хотя сами расчеты могут быть сложными.

Еще одно свойство — инвариантность по отношению к переобозначе-
нию параметров. Пусть ϕϕϕϕ(.): ρk→ρk  однозначная обратимая функция. Можно
подставить в функцию правдоподобия вместо θθθθвеличину ϕϕϕϕ(ττττ), где ττττ — новый
вектор параметров, ττττ ∈  ϕϕϕϕ–1(θθθθ). При этом, если ττττ" — оценка МП в новой задаче,
то θθθθ" — оценка МП в старой задаче.

Из инвариантности следует, что оценка МП как правило не может быть
несмещенной. Пусть, например, E(θθθθ")=θθθθ0, где θθθθ0 — истинное значение пара-
метра. Тогда оценка ττττ", полученная нелинейным преобразованием θθθθ = ϕϕϕϕ(ττττ)
будет смещенной: E(ττττ") ≠ ττττ0, где ττττ0 = E(ϕϕϕϕ–1(θθθθ")).

Если правильно выбрать параметризацию, то распределение оценок в
малых выборках может быть близко к асимптотическому, если неправильно,
то асимптотическое распределение будет очень плохой аппроксимацией.

ММП получил широкое распространение благодаря своим хорошим
асимптотическим свойствам:

•   состоятельность,
•   асимптотическая нормальность,
•   асимптотическая эффективность.
С точки зрения эффективности сильные предположения о виде распре-

деления, которые приходится делать, применяя ММП, окупаются (в большей
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или меньшей степени). Поскольку мы делаем очень ограничительные пред-
положения, то можем доказать более сильные утверждения.
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Связь ММП с МНК. Квази-МП методы
Хотя оценки МП являются специфическими по отношению к опреде-

ленному виду распределения, значение метода может быть шире.
Идея состоит в том, чтобы процедуру получения оценок для одного рас-

пределения распространить на “близкие” распределения. Также методы по-
лучили название квази- или псевдо-ММП.

Метод максимального правдоподобия используют для нахождения спо-
соба расчетов, а затем уже доказывают, какими свойствами обладает этот
метод по отношению к некоторому более широкому классу распределений.

Как мы видели, например, ММП в случае регрессии с нормально рас-
пределенными ошибками дает МНК, который на самом деле обладает
“хорошими” свойствами и при ошибках, которые уже не имеют нормального
распределения (хотя эффективность теряется).

Есть и обратная связь между этими двумя методами. МНК можно ис-
пользовать как вычислительную процедуру, которая помогает находить
оценки МП и строить тесты. Такое техническое использование МНК назы-
вают вспомогательной регрессией. Кроме того, вслед за Дэвидсоном и Мак-
Кинноном будем использовать термин искусственная регрессия, если вспо-
могательную регрессию можно применять как для нахождения оценок, так и
для проверки гипотез относительно полученных оценок и проверки правиль-
ности спецификации модели.



12

Связь гессиана и матрицы вкладов в градиент с
информационной матрицей

Гессиан и информационная матрица
Покажем, какая связь существует между информационной матрицей и

гессианом. Сделаем это только в случае непрерывного распределения. Тот
же метод доказательства очевидным образом распространяется на дискрет-
ные распределения. Применяя правило дифференцирования логарифма к ло-
гарифмической функции правдоподобия, получим следующее тождество:

∂!
∂θθθθ  = 

1
! 

∂!
∂θθθθ .

Продифференцируем по θθθθT:
∂2!

∂θθθθ∂θθθθT  = 
1
! 

∂2!
∂θθθθ∂θθθθT  – 

1
!2 

!
∂θθθθT 

!
∂θθθθ .

Отсюда, опять воспользовавшись правилом дифференцирования лога-
рифма, получим

$$$$ = 
∂2!

∂θθθθ∂θθθθT  = 
1
! 

∂2!
∂θθθθ∂θθθθT  – 

!
∂θθθθT 
!

∂θθθθ .

Найдем теперь ожидание обеих частей в точке θθθθ0 (при истинных пара-
метрах распределения):

E ($$$$(Y, θ0)) =E (
∂2!

∂θθθθ∂θθθθT(θθθθ0)) =

= ∫
&
 !(θθθθ0,Y) 1

!(θθθθ0,Y) 
∂2!(θθθθ0,Y)

∂θθθθ∂θθθθT  dY – E (
!(θθθθ0)
∂θθθθT  
!(θθθθ0)
∂θθθθ ).

Второй член разности есть по определению информационная матрица
%%%%(θθθθ0). Интеграл равен нулю при условии, что операции интегрирования и
дифференцирования перестановочны (для этого достаточно, в частности,
чтобы область значения зависимой переменной & не зависела от θ или плот-
ность распределения по краям & стремилась к нулю):

∂2

∂θθθθ∂θθθθT ∫ !(θθθθ0,Y)  dY = 
∂2

∂θθθθ∂θθθθT 1 = 0.

Таким образом, используя для краткости обозначения $$$$(Y,θθθθ0) = $$$$0 и
%%%%(θθθθ0) = %%%%0,
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– E ($$$$0) = %%%%0

— информационная матрица равна математическому ожиданию гессиана
функции правдоподобия со знаком минус. То же самое свойство верно асим-

птотически (опять обозначаем %%%% ∞
 (θθθθ0) ='%%%%

 ∞
0 ):

– limN → ∞
1
N E ($$$$0) = %%%% ∞

0 .

Матрица вкладов в градиент и информационная матрица
Прежде всего докажем, что математическое ожидание градиента в точке

θθθθ0 равно нулю (E g(Y,θθθθ0) = 0):2

E g (Y,θθθθ0) = ∫ g(Y,θθθθ0) !(Y,θθθθ0) dY = ∫ 
∂!
∂θθθθ

 (Y,θθθθ0) !(Y,θθθθ0) dY =

= ∫ 1
!(Y,θθθθ0)

 ∂!
∂θθθθ (Y,θθθθ0) !(Y,θθθθ0) dY = ∫ ∂!

∂θθθθ (Y,θθθθ0) dY =

= 
∂
∂θθθθ ∫ !(Y,θθθθ0) dY = ∂

∂θθθθ 1 = 0.

Как уже говорилось, функцию правдоподобия можно разбить по вкладам
отдельных наблюдений: #(Y,θθθθ) ="∑i

 #i(Yi,θθθθ). То же самое можно проделать с

градиентом. Определим матрицу вкладов в градиент отдельных наблюдений
G как

Gij(θθθθ) =  
∂!i
∂θj

 (θθθθ).

При этом ∑iGij = ∑i
 
∂!i
∂θj

 = 
∂

∂θj
∑i#i

 = 
∂!
∂θj

 = g 
j.

Используя рассуждения, аналогичные приведенным выше, можно пока-
зать, что E Gij(Y,θθθθ0) = 0.

Мы так разделили функцию правдоподобия на вклады отдельных на-
блюдений, что E (Gi(Y,θθθθ0) Gs(Y,θθθθ0)T) = 0, где Gi(Y,θθθθ0) и Gs(Y,θθθθ0) — строки мат-
рицы G0 = G(Y,θθθθ0), относящиеся к разным наблюдениям i и s. (Поскольку

                                                          
2 Мы опять предполагаем здесь, что операции интегрирования и дифференцирования

перестановочны.)
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элементы матрицы G0 имеют нулевое математическое ожидание, то это озна-
чает что строки матрицы G0, относящиеся к разным наблюдениям, некорре-
лированы.) Докажем это свойство.

Функция правдоподобия i-го наблюдения по определению есть плот-
ность распределения Yi (в случае непрерывного распределения) условная по
информации, содержащейся в наблюдениях 1, ..., i – 1 (условная по Y1, ...,
Y 

i–1). Обозначим это информационное множество Ωi. Будем вычислять мате-

матическое ожидание по частям — сначала условное, а потом от него безус-
ловное (правило полного мат. ожидания). Предположим, что i < s. Тогда

E (Gi(Y,θθθθ0) Gs(Y,θθθθ0)T) = E (E (Gi(Y,θθθθ0) Gs(Y,θθθθ0)T|Ωi)) =
= E (Gi(Y,θθθθ0) E (Gs(Y,θθθθ0)T|Ωi)) = 0.

Равенство E (Gs(Y,θθθθ0)T|Ωi) = 0 доказывается в точности по той же схеме,
что и доказанное выше E g(Y,θθθθ0) = 0.

Используя это свойство, получим

E(G0
TG0) = E( 

 

∑
i
 G0 i

TG0 i) = E(( 
 

∑
i
 G0 i)T( 

 

∑
i
 G0 i)) = E(g0 g0

T).

Последнее выражение есть по определению информационная матрица.
Таким образом,

E(G0
TG0) = %%%%0.

Вычисление информационной матрицы
Рассмотрим теперь, как вычислить для конкретной модели информаци-

онную матрицу %%%%(θθθθ). Здесь существуют три способа. Понятно, что все три
способа должны для “хороших” моделей давать один и тот же результат. Во-
первых, можно воспользоваться определением информационной матрицы: %%%%
= E(ggT). Во-вторых, можно воспользоваться равенством %%%% 

0 = – E($$$$0).
Самым простым часто (а именно тогда, когда функцию правдоподобия

можно простым образом разбить на вклады наблюдений) оказывается третий
способ, который использует только что рассмотренное свойство

%%%%0 = E(G0
TG0) = 

 

∑
i
 E(G 

i0
TG 

i0).

Выше была получено выражение для информационной матрицы в слу-
чае линейной регрессии с нормально распределенными ошибками прямо по
определению. Вычислим теперь ее двумя другими способами.
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Гессиан уже был вычислен выше. Математическое ожидание от него со
знаком минус равно.

%%%% 
0 = – E($$$$0) = – E 











 









– 

1
σ 2 X TX  – 

1
σ 4  X Tεεεε

– 
1

σ 4 εεεεTX    
N

2σ 4 – 
εεεεTεεεε
σ 6

 = 






X TX
σ 2    0

0T  
N

2σ 4
 .

Вклад в логарифмическую функцию правдоподобия i-го наблюдения
равен

#i"= – 
1
2 ln(2πσ 2) – 

1
2σ 2 (Yi – Xi

 ββββ)2
 .

Продифференцировав его, получим вклад в градиент i-го наблюдения в
точке истинных параметров:

G 
i0 = (

1
σ 2Xi

Tεi, 
εi

2

2σ 4 – 
1

2σ 2).

Вклад в информационную матрицу i-го наблюдения в точке истинных
параметров равен

%%%%
 
i0 = E(G 

i0
TG 

i0) =   






1
σ 2Xi

TXi  0

 0T  
1

2σ 4
.

Таким образом,

%%%%0 = 
 

∑
i
%%%%

 
i0 = 







X TX
σ 2    0

0T  
N

2σ 4
 .

Все три способа, как и следовало ожидать, привели к одному и тому же
результату.

Заметим попутно, что'%'%'%'% 
i0 — положительно определенная матрица, %%%%0 при

любом количестве наблюдений — положительно определенная матрица (в
предположении, что матрица регрессоров имеет полный ранг). Из этого
можно сделать вывод, что информация в некотором смысле увеличивается с
ростом количества наблюдений. Это одно из объяснений названия "инфор-
мационная матрица". В частности, определитель информационной матрицы
увеличивается с ростом количества наблюдений:

|%%%%N+1
0 | > |%%%%N

0 |.
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Распределение градиента и оценок максимального
правдоподобия

Асимптотическое распределение градиента и оценок
максимального правдоподобия
Оценки максимального правдоподобия имеют нормальное асимптотиче-

ское распределение. Для доказательства этого мы воспользуемся предполо-
жением, что градиент функции правдоподобия в точке истинных значений
параметров θθθθ0 имеет асимптотическое нормальное распределение.

Градиент g(Y, θθθθ0) будет иметь нормальное распределение (асимптотичес-
ки), если к нему применима центральная предельная теорема. Надо пред-
ставить g0 как сумму некоторой последовательности случайных величин. Для
этого подходит разложение градиента на вклады отдельных наблюдений

gi(Y,θθθθ0) = ∑iGij(Y,θθθθ0).
Как сказано выше, каждое из слагаемых здесь имеет нулевое математи-

ческое ожидание. Если выполнены некоторые условия регулярности (см. ли-
тературу, посвященную центральной предельной теореме), то ∑Gij(Y,θθθθ0)
стремится к нормальному распределению с ростом количества наблюдений.
Ковариационная матрица градиента в точке θθθθ0 есть информационная матри-
ца, поскольку его математическое ожидание равно нулю: V(g0) = E(g0 g0

T) =
%%%%. Последнее равенство выполнено по определению.

Окончательно получаем
1
N 

 g0 ~
a
 N(0, %%%% ∞

0 ).

Используя это свойство градиента мы докажем асимптотическую нор-
мальность оценок ММП. Для этого используем разложение в ряд Тейлора в
точке θθθθ0  до членов первого порядка:

0 = g(θθθθ") = g(θθθθ0) + $$$$(θθθθ()(θθθθ"  – θθθθ0),
где $$$$ — гессиан (матрица вторых производных от логарифмической функ-
ции правдоподобия), θ( 

j — выпуклая комбинация θ" j и θ0j. Поскольку θ" j
  — со-

стоятельная оценка параметра θ0j, то θ(j тоже должна быть состоятельной

оценкой θ0j. Поскольку – 1/N $$$$0 =
a
 %%%% ∞

0  , то имеем асимптотическое равенство:

– 1/N $$$$(θθθθ() =
a
 %%%% ∞

0 .
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Таким образом, N (θθθθ"  – θθθθ0) =
a
 (%%%% ∞

0 )–1
  
1
N 

 g0 ~
a
 N(0, (%%%% ∞

0 )–1
  %%%% ∞

0 (%%%% ∞
0 )–1

 ).

Окончательно получим

N (θθθθ"  – θθθθ0) ~
a
 N(0, (%%%% ∞

0 )–1
 ).

Это соотношение позволяет оценить ковариационную матрицу оценок θθθθ".
С этой точки зрения оценка обратной информационной матрицы является
оценкой ковариационной матрицы МП-оценок V" θθθθ(с точностью до множителя
1/N), и эти термины можно использовать как синонимы. Понятно, что для
этого должны быть выполнены соответствующие условия, гарантирующие,
что операции интегрирования и дифференцирования коммутируют и что
применима центральная предельная теорема, что мы всегда в дальнейшем
будем предполагать.

Выборочная оценка распределения градиента и оценок
максимального правдоподобия

Для получения выборочной оценки распределений МП-оценок θθθθ"   и гра-
диента,  можно воспользоваться формулами для их асимптотических распре-
делений. Все эти величины асимптотически нормально распределены и их
асимптотические матрицы ковариаций являются функциями асимптотиче-

ской информационной матрицы в точке истинных параметров (%%%% ∞
0 ). Таким

образом, требуется получить состоятельную оценку %%%% ∞
0 , чтобы подставить ее

в соответствующие формулы. Будем обозначать символом %%%%"  такую  матрицу,

что 1/N
 %%%%"  — состоятельная оценка %%%% ∞

0 :

PlimN →∞
1
N %%%%"  = %%%% ∞

0 .

Поскольку θθθθ" — состоятельная оценка истинных параметров θθθθ0, то 1/N

%%%%(θθθθ") — состоятельная оценка %%%% ∞
0  (по теореме Слуцкого). Это дает первый спо-

соб оценивания. Он состоит в том, чтобы сначала для данной модели найти
функцию %%%%(θθθθ), а затем подставить в нее оценки максимального правдоподо-
бия θθθθ" (конечно, подойдут и любые другие состоятельные оценки). Методы
нахождения %%%%(θθθθ) описаны ниже.

Другой способ основывается на равенстве для информационной матри-

цы %%%% ∞
0  = – limN → ∞1/N E ($$$$0) и на том, что ожидаемый гессиан E ($$$$0) асимп-
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тотически равен эмпирическому гессиану $$$$"  = $$$$(Y,θθθθ") =  ∂2!

∂θθθθ∂θθθθT
 (Y,θθθθ"). Этот спо-

соб обычно проще предыдущего, поскольку не требует вычисления матема-
тических ожиданий. Получить матрицу вторых производных данной функ-
ции правдоподобия можно и с помощью компьютерной программы.

Особой простотой, и потому притягательностью (требуется найти только
первые производные), отличается третий способ оценивания информацион-
ной матрицы, использующий матрицу вкладов в градиент G. Этот способ
предложен в статье Berndt, Hall, Hall, and Hausman (1974) и поэтому называ-
ется BHHH. Другое название — метод внешнего произведения градиента
(outer product of the gradient, сокращенно OPG). Этот способ основан на том,
что E(G0

TG0) = %%%%0. Предлагается использовать матрицу G(Y,θθθθ")TG(Y,θθθθ") в каче-
стве %%%%" .

Таким образом, имеем три варианта матрицы %%%%":
I. %%%%(θθθθ");   II. $$$$(Y,θθθθ") ;   III. G(Y,θθθθ")TG(Y,θθθθ").

Как показывают эксперименты методом Монте-Карло, G(Y,θθθθ")TG(Y,θθθθ") —
самая неточная оценка %%%%"  в конечных выборках, а тесты, основанные на %%%%(θθθθ")
обычно не уступают тестам, основанным на $$$$(Y,θθθθ").

Три рассмотренных способа нахождения %%%%"  подходят для любых распре-
делений. Есть также более специфические методы, которые можно исполь-
зовать только в случае моделей определенного вида. Например, метод Гаус-
са-Ньютона используется в нелинейных регрессиях, метод удвоенной рег-
рессии — в квазирегрессионных моделях с неизвестными параметрами в
правой части.

Особого рассмотрения требует нахождение оценки ковариационной
матрицы оценок в случае квази-МП методов (их называют также псевдо-МП
методами). Если предполагается, что ошибки в модели имеют нормальное
распределение и гомоскедастичны, а на самом деле это не так, то часто толь-
ко что рассмотренные методы дают несостоятельные оценки. Оказывается,
что во многих случаях следующие оценки состоятельны (конечно, при вы-
числении этих величин используется не настоящая, а псевдо функция прав-
доподобия):

''''''$''''''$''''''$''''''$(Y,θθθθ")–1
  %%%%(θθθθ") $$$$(Y,θθθθ")–1

 )

$$$$(Y,θθθθ")–1
  G(Y,θθθθ")TG(Y,θθθθ") $$$$(Y,θθθθ")–1

 )
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Поясним интуитивно, откуда берутся эти формулы. При выводе асим-
птотического распределения оценок максимального правдоподобия, мы
пользовались тем, что “усредненный” гессиан – 1/N $$$$0 равен асимптотически

%%%% ∞
0 . В общем случае нужно воспользоваться пределом 1/N E($$$$) — “асимпто-

тическим” ожидаемым гессианом в точке истинных оценок''''($$$$∞
0 ). Формула

приобретет следующий вид:

N (θθθθ"  – θθθθ0) =
a
  ($$$$∞

0 )–1
  
1
N 

 g0 ~
a  N(0, ($$$$∞

0 )–1
  %%%% ∞

0 ($$$$∞
0 )–1

 ).
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Численные методы нахождения оценок
максимального правдоподобия
Рассмотрим семейство универсальных алгоритмов вычисления оценок

максимального правдоподобия, тесно связанных с только что рассмотрен-
ными способами получения матрицы %%%%" . Эти алгоритмы являются итератив-
ными градиентными методами и t-й шаг алгоритма задается формулой

θθθθt+1
  = θθθθt

  +
 (%%%%'" t

 )
–1
 g(θθθθt

 ).

Стационарная точка этого процесса θθθθt+1
  = θθθθt

  будет удовлетворять урав-

нениям правдоподобия g=0 и (с соответствующими оговорками) будет оцен-
кой максимального правдоподобия.

Если в качестве %%%%'" t
  взять информационную матрицу в точке оценок %%%%(θθθθt

 ),

то мы получаем метод, называемый по-английски method of scoring:
θθθθt+1

  = θθθθt
  +

  %%%%(θθθθt
 )

–1
 g(θθθθt

 ).

Если в качестве %%%%'" t
  взять минус гессиан – $$$$(θθθθt

 ), то мы получаем класси-

ческий метод Ньютона:
θθθθt+1

  = θθθθt
  –

  $$$$(θθθθt
 )

–1
 g(θθθθt

 ).

Метод Ньютона, как правило, быстрее сходится в ближайшей окрестно-
сти оценок МП, зато метод, использующий информационную матрицу обыч-
но менее чувствителен к выбору начальных приближений.

Шаг метода BHHH (OPG) можно получить с помощью вспомогательной
(искусственной) регрессии, зависимой переменной в которой будет вектор,
составленный из единиц (обозначим его 1), а матрицей регрессоров — мат-
рица G(θθθθt

 ). Если ∆θθθθt
  — оценки коэффициентов в этой вспомогательной рег-

рессии на t-м шаге, то итерация имеет вид
θθθθt+1

  = θθθθt
  + ∆θθθθt

 , где ∆θθθθt
  = (G(θθθθt

 )
TG(θθθθt

 ))
–1
 G(θθθθt

 )
T 1.

Хотя этот последний алгоритм является самым простым, но, как прави-
ло, сходится очень медленно. Если учесть, что обычно при использовании
этого метода (G(θθθθt

 )
TG(θθθθt

 ))
–1
   берут в качестве оценки ковариационной матри-

цы оценок, то использовать его нежелательно.
Возможны различные модификации этой основной идеи.
Шаг алгоритма можно вычислять, домножая исходный шаг на параметр

λ: 
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θθθθt+1
  = θθθθt

  + λ  (%%%%'" t
 )

–1
 g(θθθθt

 ).

Разумно выбирать параметр λ, максимизируя по нему функцию правдо-
подобия в точке θθθθt+1

 :

λ = argmax λ(θθθθt
  + λ (%%%%'" t

 )
–1
 g(θθθθt

 )).

В частном случае матрица %%%%0 является блочно-диагональной. Тогда шаг
алгоритма можно разбить на несколько “подшагов”, один для каждого блока.
Изменяются при этом только параметры, соответствующие данному блоку.

Если из условий первого порядка выразить одни оцениваемые парамет-
ры через другие и подставить их в функцию правдоподобия, то получится
концентрированная функция правдоподобия. Действуя таким образом, зада-
чу поиска оценок МП можно упростить, сведя к задаче максимизации кон-
центрированной функции правдоподобия по меньшему числу параметров.
Задача может упроститься до одномерного поиска.

Существует много других алгоритмов. Есть алгоритмы специально скон-
струированные для конкретной модели; с примерами их мы встретимся в
дальнейшем. Есть универсальные методы, которые можно применять к ши-
рокому классу моделей, такие как метод удвоенной регрессии и итеративный
обобщенный МНК. Можно, конечно, использовать универсальные оптими-
зационные алгоритмы, которые подходят не только для максимизации функ-
ции правдоподобия.
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ММП и проверка гипотез

Асимптотическое распределение и асимптотическая
эквивалентность трех классических статистик
Предположим, что мы хотим проверить гипотезу о том, что вектор ис-

тинных параметров θθθθ0 удовлетворяет набору ограничений, который в вектор-
ном виде можно записать как

r(θθθθ0) = 0.
Тогда с учетом этой информации задача получения оценки максималь-

ного правдоподобия эквивалентна задаче нахождения седловой точки ла-
гранжиана:

L(θθθθ, λλλλ) = #(θθθθ) – rT(θθθθ) λλλλ.
Ограниченная оценка θθθθ* должна вместе с вектором множителей Лагранжа

λλλλ*  удовлетворять следующей системе условий первого порядка:
g(θθθθ*) = RT(θθθθ*) λλλλ*,
r(θθθθ*) = 0,

где R(θθθθ) — матрица первых производных ограничений: R = ∂
 r

∂θθθθ .

Для вывода распределений интересующих нас статистик используем тот
же прием, с помощью которого выше получено распределение оценок. По-
скольку мы предполагаем, что оценки МП состоятельны и нас интересуют
асимптотические распределение, то для разложений в ряд Тейлора будем пи-
сать приближенные равенства. Более строгие рассуждения должны быть
аналогичны использованным выше.

Разложим градиент и ограничения в ряд Тейлора до членов первого по-
рядка в точке истинных параметров θθθθ0:

g(θθθθ*) ≈ g0 + $$$$0(θθθθ* – θθθθ0),
r(θθθθ*) ≈ R0(θθθθ* – θθθθ0).

При получении второго соотношения мы использовали, что  в точке ис-
тинных параметров ограничения выполняются:  r (θθθθ0) = 0.

Подставив эти приближения в условия первого порядка, получим сле-
дующие асимптотические равенства:

g0 + $$$$0 (θθθθ* – θθθθ0) =
a
 R0

Tλλλλ*,

R0 (θθθθ* – θθθθ0) =
a
 0.

Перепишем систему в блочной форме:
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





–$$$$0   R0

T 
 R0   0  







θθθθ* – θθθθ0

 λλλλ*  =
a
 




g0

0  .

Отсюда, домножая на N и 1
N

 , чтобы получились величины порядка

O(1), получим асимптотическое равенство:







N (θθθθ* – θθθθ0

 )

 
1

 N
 λλλλ*  =

a
 




%%%% ∞

0  R0
T

 

 R0 0 

 –1

  






1

N
 g0

0
 .

Используем следующее правило блочного обращения матрицы:







A B

C D
 –1

 = 








A–1

 
 – A–1

 B (CA–1
 B − D)–1

 CA–1
      A–1

 B(CA–1
 B − D)–1

 

(CA–1
 B − D)–1

 CA–1
  − (CA–1

 B − D)–1
 

 .

В данном случае

A = %%%% ∞
0 ,  B = R0

T,  C = R0,  D = 0,  (CA–1
 B − D)–1

  = (R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 .

Таким образом,





%%%% ∞

0  R0
T

 

 R0 0 

 –1

 =

= 






(%%%% ∞

0 )–1
 (I – R0

T(R0(%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

  R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 )   (%%%% ∞
0 )–1

 R0
T(R0(%%%%

 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 

 (R0(%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

  R0(%%%%
 ∞
0 )–1

  –(R0(%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 

 .

Получим выражения, асимптотически эквивалентные оценкам θθθθ* и мно-
жителям Лагранжа λλλλ* :

N (θθθθ* – θθθθ0
 ) =

a
 (%%%% ∞

0 )–1
 (I – R0

T(R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T) –1

  R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 ) (
1
N 

 g0),  (1)

1
 N

 λλλλ* =
a
 (R0 (%%%%

 ∞
0 )–1

 R0
T) –1

  R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

  (
1
N 

 g0). (2)

Вспомним, что 1
N 

 g0 ~
a
 N(0,'%%%% ∞

0 ).

Отсюда получим асимптотическое распределение вектора множителей
Лагранжа:

1
 N

 λλλλ* ~
a
 N(0, (R0 (%%%%

 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

  R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 %%%% ∞
0 (%%%% ∞

0 )–1
 R0

T(R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 ),

1
 N

 λλλλ* ~
a
 N(0, (R0 (%%%%

 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 ).

Статистикой множителя Лагранжа называют следующую величину:
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LM ≡ λλλλ*TR*  %%%%'* –1
 R*Tλλλλ*.

Здесь %%%%'*  — матрица, полученная на основании выборочной информации

в точке θθθθ*, такая что 1/N
 %%%%'*  — состоятельная оценка %%%% ∞

0 . Величина LM имеет

распределение χ2 с  p степенями свободы, где p — размерность вектора огра-
ничений r :

LM ~
a
 χ2(p).

Это следует из формулы для распределения λλλλ*, состоятельности оценки θθθθ*  и

невырожденности матрицы  R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T.

Вспомним, что одно из условий первого порядка максимума функции
правдоподобия имеет вид g* = R*Tλλλλ*. Это позволяет выразить статистику мно-
жителя Лагранжа через градиент логарифмической функции правдоподобия:

LM = g*T%%%%* –1
 g* ~

a
 χ2(p).

Хотя статистика множителя Лагранжа получила свое название благода-
ря тому, что ее можно выразить через множители Лагранжа, на практике го-
раздо чаще используют градиентную форму (score form of LM test).

Если вспомнить асимптотическое выражение (2) для λλλλ*, то можно выра-
зить (асимптотически) LM-тест через g0

 :

LM =a  1/N g0
T (%%%% ∞

0 )–1
 R0

T(R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 g0
 .

Статистика отношения правдоподобия по определению есть

LR ≡ 2(!* – !").

Найдем ее асимптотическое распределение. Используем для этого раз-
ложение в ряд Тейлора:

!* = !" + 
1
2 (θθθθ*  – θθθθ") $$$$(θθθθ() (θθθθ*  – θθθθ"),

где θθθθ( j — выпуклая линейная комбинация θθθθ* 
j
 и θθθθ"  j. Поскольку θθθθ*  и θθθθ"  — состоя-

тельные оценки θθθθ0, то –$$$$(θθθθ() =
a
 N %%%% ∞

0 .

LR = 2(!* – !") =a  N (θθθθ*  – θθθθ")%%%% ∞
0 (θθθθ*  – θθθθ").
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Асимптотический эквивалент этой статистики также можно записать в

терминах θθθθ0, %%%%
 ∞
0 , R0 и g0.

Отняв от N (θθθθ"  – θθθθ0) =
a  (%%%% ∞

0 )–1
  1

N 
 g0  доказанное ранее равенство (1) по-

лучаем, что N (θθθθ"  – θθθθ*) =a  (%%%% ∞
0 )–1

 R0
T(R0 (%%%%

 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 g0
 .

Отсюда следует, что статистика отношения правдоподобия асимптоти-
чески равна той же самой случайной величине, что и статистика множителя
Лагранжа:

LR =a  1/N g0
T (%%%% ∞

0 )–1
 R0

T(R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 g0
 

Эта это означает, что статистика отношения правдоподобия также имеет
асимптотическое распределение χ2 с p степенями свободы.

Третья классическая статистика основана на распределении r (θθθθ"). По-
скольку θθθθ" — оценка, полученная без учета ограничений, то в общем случае

r (θθθθ") ≠ 0, однако, если верна нулевая гипотеза, то r (θθθθ") =
a
 0. Разложим r" = r (θθθθ") в

ряд Тейлора в точке θθθθ0, учитывая, что r (θθθθ0) = 0:
r" ≈ r (θθθθ0) + R0

 (θθθθ"  – θθθθ0) = R0
 (θθθθ"  – θθθθ0).

Ранее было выведено, что N (θθθθ"  – θθθθ0) ~
a
 N(0, %%%%0). Отсюда получим стати-

стику Вальда:

W ≡ r"T(R"  %%%%'" –1
 R" T)–1

 r"

Здесь %%%%'"  —матрица, полученная на основании выборочной информации

в точке θθθθ", такая что 1/N %%%%'"  — состоятельная оценка %%%% ∞
0 .

Как и в случае двух других тестов W ~
a
 χ2(p).

В пределе r" =a  R0
 (θθθθ"  – θθθθ0) =

a  1/N R0
 (%%%% ∞

0 )–1
 g0. Значит,

W =a  1/N g0
T (%%%% ∞

0 )–1
 R0

T(R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 R0
T)–1

 R0 (%%%%
 ∞
0 )–1

 g0
 .

Тем самым мы показали, что с ростом количества наблюдений все три
статистики стремятся к одной и той же случайной переменной, которая име-
ет распределение χ2(p). Другими словами, три классических теста асимпто-
тически эквивалентны.

Все три статистики совпадают, если логарифмическая функция правдо-
подобия является квадратичной. Это верно, в частности, для линейной рег-
рессии с известной дисперсией, например,
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Y =Xββββ + εεεε,  где εεεεi ~ NID(0,1).
Рассмотрим, к примеру, логарифмическую функцию правдоподобия с

единственным (скалярным) параметром θ:
# = – (a – bθ)2 + const.

Гессиан $ = 
∂2!
∂θ2 = – 2b2  является постоянной величиной, информацион-

ная матрица, таким образом, равна %%%% = 2b2  при всех θ.
Возьмем ограничение вида r (θ) = 3θ – 1

Получим θ" = 
a
b

 ,  θ* = 
1
3

 . Откуда !" = 0 + const, !* = – (a – 
b
3)2 + const.

LR = 2(!" – !*) = 2(a – 
b
3)2.

Градиент равен g = 2 b (a – bθ).  Таким образом, g* = 2 b (a – 
1
3b).

LM = g****T
 %%%%'* –1

 g**** = 2 b (a – 
1
3b) 

1
2b2 2 b (a – 

1
3b) = 2(a – 

b
3)2.

Найдем ту же статистику через множитель Лагранжа.
L = – (a – bθ)2 – λ (3θ – 1) → maxθ

∂ L
∂θ = 2(a – bθ) – 3λ = 0  ⇒   λ* = 

2
3

 (a – bθ*) = 
2
3

 (a – 
b
3).

R = 
∂ r 

∂θ = 3, R* = 3.

LM = λλλλ*TR*  %%%%''''**** –1
 R*Tλλλλ* = 

2
3

 (a – 
b
3) 3 

1
2b2 3 

2
3

 (a – 
b
3) =2(a – 

b
3)2.

Теперь найдем статистику Вальда.

r" = 3θ" – 1 = 3 a
b – 1. R"=3.

W =  r"T(R"  %%%%''''"""" –1
 R" T)–1

 r" = (3 a
b – 1) ( 3 

1
2b2 3)–1

 (3 a
b – 1) = 2(a – 

b
3)2.
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Соотношения между статистиками

Все три классические статистики совпадают в случае “бесконечно боль-
шой выборки”. В выборках конечных размеров их поведение может сущест-
венно отличаться от асимптотического. Поэтому не всегда на эти классиче-
ские статистики можно полагаться. В этом их отличие от F-статистик, кото-
рые имеют точное распределение в конечной выборке в случае классической
линейной регрессии с нормальными ошибками и линейной проверяемой ги-
потезой. Рассмотрим этот случай более подробно.

Предположим, что проверяется гипотеза
Qββββ = q,

где Q — известная матрица (p×m), q — известный вектор (p×1). В использо-
ванных выше обозначениях r(θθθθ) = r(ββββ,σ 2) = Qββββ – q, матрица R(θθθθ) равна [Q  0]
при всех значениях θθθθ (нулевой вектор относится к параметру σ 2). Проверяе-
мой гипотезе соответствует следующая статистика Вальда (вспомним, что
%%%% –1

ββββββββ = σ 2 (X TX)–1
 ):

W =  r"T(R"  %%%%''''"""" –1
 R" T)–1

 r" = (Qββββ"  – q)T(Q %%%%''''"""" –1
ββββββββ

 Q T)–1
 (Qββββ"  – q) =

=  
1

 σ" 2 
 (Qββββ"  – q)T(Q(X TX)–1

 Q T)–1
 (Qββββ"  – q).

Нам нужно максимизировать функцию правдоподобия при ограничении
Qββββ = q. Лагранжиан рассматриваемой задачи условной максимизации имеет
вид

L = – 
N
2 ln(2πσ 2) – 

1
2σ 2 (Y – Xββββ)T(Y – Xββββ)  – (Qββββ – q)Tλλλλ.

В максимуме должно выполняться

θ

θ# = 1
3 θ$ = a

b

!(θ )
!$
!#  g#

Рис. 1
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∂L
∂ββββ T(θθθθ*, λλλλ*) = 

1
σ 2*  X T(Y – Xββββ*) – QTλλλλ* = 0.

Отсюда

ββββ* = (X TX)–1
 X TY – σ 2*  (X TX)–1

 QTλλλλ* = ββββ"  – σ 2*  (X TX)–1
 QTλλλλ*,

где ββββ"  = (X TX)–1
 X TY — оценки ОМНК (без ограничений). Домножая это ра-

венство слева на Q и учитывая, что Qββββ* = q, получим

σ 2* λλλλ* = (Q (X TX)–1
 QT)–1

 (Qββββ"  – q).
Таким образом, оценки с учетом ограничений равны

ββββ* = ββββ"  – (X TX)–1
 QT(Q (X TX)–1

 QT)–1
 (Qββββ"  – q).

Из условия ∂L
∂ββββ T(θθθθ*, λλλλ*) =0 несложно получить, что σ 2*  = RSS*

N , где RSS*  —

сумма квадратов остатков в регрессии с ограничениями (так же как σ 2"  = RSS"
N

в регрессии без ограничений).
Статистика множителя Лагранжа равна:

LM = λλλλ*TR*  %%%%'* –1
 R*Tλλλλ* = σ 2* λλλλ*TQ(X TX)–1

 QTλλλλ* =

=  
1

σ 2*   (Qββββ"  – q)T(Q (X TX)–1
 Q T)–1

 (Qββββ"  – q).

Можно также показать (пропускаем эти преобразования), что

(Qββββ – q)T(Q (X TX)–1
 Q T)–1

 (Qββββ"  – q) = RSS*  – RSS" .

Это позволяет выразить LM и W через суммы квадратов остатков:

LM = N RSS*  – RSS"
RSS*

, W = N RSS*  – RSS"
RSS"

,

Логарифмическая функция правдоподобия в максимуме равна

!*= – 
N
2 ln(2π

RSS*
N ) – 

N
2.

В регрессии без ограничений !"= – 
N
2 ln(2π

RSS"
N ) – 

N
2.

Отсюда найдем статистику отношения правдоподобия:

LR = 2(!* – !") = N (ln(RSS* ) – ln(RSS" )).

Так как логарифм — строго вогнутая функция, то выполнено следующее
точное неравенство:
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W > LR > LM.
Таким образом, тест Вальда будет чаще отвергать гипотезу, тест множи-

теля Лагранжа — реже. Это же неравенство верно и для нелинейных регрес-
сий.

F-статистика для проверки той же гипотезы равна

F = 
RSS*  – RSS"

RSS"
 
N – m

p .

Она распределена как F(p, N – m).
В линейной регрессии лучше, конечно использовать t- и F-статистики.

Кроме того, распределение этих статистик лучше аппроксимируется их но-
минальным распределением и в других моделях: нелинейных регрессиях,
некоторых моделях, являющихся развитием регрессионных, некоторых ис-
кусственных регрессиях и т. п. Хотя здесь t- и F-статистики не будут иметь
точного распределения, но, как показали эксперименты, они, как правило,
лучше в конечных выборках, чем их асимптотические аналоги (N и χ2 соот-
ветственно). Такие t- и F-статистики называют асимптотическими t- и F-
статистистиками. Три классические статистики можно преобразовать в
асимптотические F-статистики по следующим формулам:

FW = 
W
N  

N – m
p , FLM = 

LM
N – LM 

N – m
p , FLR = (exp(LR

N ) –1) N – m
p .

Все эти статистики распределены приближенно как F(p, N – m).
Понятно, что тесты на основе W, LR, LM и асимптотические F-тесты

дают противоречивые результаты в конечных выборках. Одни из них могут
отвергать гипотезу при выбранном уровне значимости, другие же говорить в
пользу принятия гипотезы.

Для того, чтобы исследовать поведение асимптотических статистик в
конечных выборках, используют метод Монте-Карло. С помощью этого ме-
тода можно, в частности, выяснить, какой из тестов более подходит для дан-
ного типа моделей, какую оценку ковариационной матрицы оценок лучше
всего использовать.



30

Модели с дискретной зависимой переменной

Модели с бинарной зависимой переменной (логит и пробит)
Бинарная зависимая переменная Yi называется так, потому, что принима-

ет два значения, обычно 0 и 1. Обозначим через Pi
  вероятность появления

единицы, или, что в данном случае то же самое, математическое ожидание
Yi:

Pi
 = Prob (Yi

 = 1) = E(Yi).
Вероятность Pi в линейной модели с бинарной зависимой переменной

зависит от Xi
 ββββ, где Xi — строка матрицы регрессоров, ββββ — вектор коэффи-

циентов регрессии:
Pi = F (Xi

 ββββ).
Здесь F (.) — (кумулятивная) функция распределения некоторого непре-

рывного распределения.
В логите используется (стандартное) логистическое распределение c

функцией распределения

F (z) = 
1

1 + e – z

и плотностью распределения

f (z) = 
e z

(1 + e z)2.

В пробите используется стандартное нормальное распределение c функ-
цией распределения

F (z) = 
z
∫

– ∞

1
2π

 e
–

t2

2
 
 

dt.

Логарифмическая функция правдоподобия равна

# = 
 

∑
 i∈ I1

ln Pi(ββββ) +
 

∑
 i∈ I0

ln (1 – Pi(ββββ)) =

= 
N
∑

 i=1
[ Yi ln Pi(ββββ) + (1– Yi) ln (1 – Pi(ββββ))].

где  I0  и  I1 – множества наблюдений, для которых Yi = 0 и Yi = 1 соответст-
венно.

Градиент функции правдоподобия равен:
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gT = 
∂!
∂ββββ = ∑

 

 
i
 [ Yi

Pi
 – 
1– Yi
1 – Pi

 ] 
∂Pi(ββββ)

∂ββββ  =  ∑
 

 
i 

Yi – Pi
Pi(1 – Pi)

  f (Xi
 ββββ)X 

i.

Логит
Для логита верно, что f (z) = F (z) (1 – F (z)), поэтому f (Xi

 ββββ) = Pi(1 – Pi).
Это позволяет упростить формулу градиента:

 gT =∑
 

 
i (Yi – Pi)X 

i,

где Pi = 
1

 1 + e 
– Xi ββββ .

Гессиан в случае логита равен:

$$$$ = 
 ∂2!

∂ββββ ∂ββββ T = – ∑
 

 
i
 ∂Pi(ββββ)

∂ββββT
 X 

i
T = – ∑

 

 
i f

 (Xi
 ββββ) X 

i
TX 

i
 =

= – ∑
 

 
iPi(1 – Pi) X 

i
TX 

i.

Видно, что гессиан всюду отрицательно определенный (кроме вырож-
денных случаев). Таким образом, логарифмическая функция правдоподобия
всюду вогнута.

Гессиан не зависит от случайного вектора Y, поэтому ожидаемый гесси-
ан равен просто гессиану, то есть информационная матрица равна минус гес-
сиану:

%%%%'= – $$$$ = ∑
 

 
iPi(1 – Pi) X 

i
TX 

i.

Для поиска максимума можно использовать метод Ньютона (он же в
данном случае и method of scoring):

ββββt+1
  = ββββt

  – ($$$$(ββββt
 ))

–1
 gt

 (ββββ
t
 ) = ββββt

  – ∆ββββt
 .

Поскольку максимизируемая функция вогнута, то метод Ньютона всегда
сходится. Шаг алгоритма удобно находить как оценки коэффициентов во
вспомогательной регрессии Y*

  по X
*
 , где

Y*
i  = 

Yi – Pi

 Pi(1 – Pi)
 , X*

i  = Pi(1 – Pi) X 
i.

Пробит
В случае пробита выражение для гессиана несколько более громоздкое:

$$$$ = 
 ∂2!

∂ββββ ∂ββββ T = 
∂

∂ββββT
 ∑

 

 
i
 [ Yi

Pi
 – 
1– Yi
1 – Pi

 ] f (Xi
 ββββ)X 

i =

= – ∑
 

 
i
 [ Yi

(Pi)2 + 
1– Yi

(1 – Pi)2
 ] f (Xi

 ββββ)2
 X 

i
TX 

i
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+ ∑
 

 
i
 [ Yi

Pi
 – 
1– Yi
1 – Pi

 ] f (Xi
 ββββ) 

∂ f (Xi
 ββββ)

∂ββββT X 
i =

= – ∑
 

 
i
 [ (

Yi – Pi
Pi(1 – Pi))

2
 f (Xi

 ββββ)X 
i
T – 

Yi – Pi
Pi(1 – Pi) 

∂ f (Xi
 ββββ)

∂ββββT
 ]  f (Xi

 ββββ)X 
i.

Для нормального распределения верно, что 
∂ f (z)

∂z  = – z f (z). Это позволяет

несколько упростить выражение для гессиана, так как
∂ f (Xi

 ββββ)
∂ββββT  = – Xi

 ββββ f (Xi
 ββββ) Xi

T.

Обозначим

vi = f (Xi
 ββββ)

Yi – Pi
Pi(1 – Pi).

Тогда
$$$$ = – ∑

 

 
ivi(vi +Xi

 ββββ) X 
i
TX 

i.

В тех же обозначениях градиент равен
 gT =∑

 

 
i
 vi

 X 
i.

Как и в случае логита, можно показать, что гессиан является отрица-
тельно определенным.

Чтобы найти информационную матрицу для пробита, воспользуемся
тем, что E (Yi) = Pi, E (Yi – Pi)2 = Pi(1 – Pi).

%%%% = – E ($$$$) = – ∑
 

 
iE

 (vi
2) X 

i
TX 

i = – ∑
 

 
i
 

f 2
 (Xi

 ββββ)
Pi(1 – Pi)

 X 
i
TX 

i.

Для поиска максимума, как и в случае логита, можно использовать гра-
диентный алгоритм:

ββββt+1
  = ββββt

  – (%%%%t
 )

–1
 g t

  = ββββt
  – ∆ββββt

 .

В методе Ньютона с %%%%t
 
 = – $$$$(ββββt

 ) используется вспомогательная регрессия

с переменными

Y*
i  = 

vi

vi +Xi
 ββββ

 , X*
i  =  vi(vi +Xi

 ββββ) X 
i.

Если использовать информационную матрицу в точке оценок %%%%t
 
 = %%%%(ββββt

 )

(method of scoring), то надо взять

Y*
i  = 

Yi – Pi

 Pi(1 – Pi)
 , X*

i  = 
f (Xi

 ββββ)
 Pi(1 – Pi)

 X 
i.
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Вспомогательные регрессии для пробита и логита являются искусствен-
ными регрессиями, то есть, с помощью них можно проверять все те гипоте-
зы, которые можно проверять в случае обычной регрессии, в частности, ис-
пользовать t-статистики.

Метод максимального правдоподобия для моделей с дискретной зависи-
мой переменной по сути является нелинейным методом наименьших квадра-
тов (НМНК). Математическое ожидание Yi равно Pi. Разность Yi и Pi  должна
иметь нулевое математическое ожидание, то есть подходит в качестве ошиб-
ки в нелинейной регрессии Yi по Pi. Однако эта ошибка будет гетероскеда-
стична. Действительно,

V(Yi) = E (Yi – Pi)2 = Pi(1 – Pi)2 + (1 – Pi)Pi
2 = P i(1 – Pi).

Таким образом, следует воспользоваться взвешенным НМНК, где веса
рассматриваются как фиксированные:

N
∑

 i=1
 
(Yi – Pi)

2

Pi (1 – Pi) → min.

Поскольку веса неизвестны, то приходится использовать итерационные
процедуры, которые совпадают с описанными выше. Оба метода дают одни
и те же оценки, поскольку целевые функции достигают экстремума одновре-
менно.

Пуассоновская регрессия
Распределение Пуассона — дискретное распределение, задаваемое фор-

мулой

Prob(Y = r) = 
µ r

r ! e–µ
 ,

где µ — параметр распределения.
Распределение Пуассона имеет случайная величина Y, равная количеству

событий, произошедших за некоторый промежуток времени, если эти собы-
тия независимы и происходят с постоянной скоростью (равномерно по вре-
мени). Это, например, может быть количество покупателей, посетивших ма-
газин в течении часа.

Моменты распределения:
E(Y) = µ, Var(Y) = µ.

В регрессионной модели с распределением Пуассона параметр µ зависит
от набора факторов и неизвестных параметров.

В линейной модели:



34

µi = exp(X 
i
 ββββ).

Тогда логарифмическая функция правдоподобия равна
# = ∑

 

 
i [Yi X 

i
 ββββ – exp(X 

i
 ββββ) – lnYi! ] → maxββββ.

Градиент равен:

gT = 
∂!
∂ββββ = ∑

 

 
i [Yi X 

i
  – exp(X 

i
 ββββ)X 

i ].

Условие первого порядка максимума:
∑

 

 
i[Yi – exp(X 

i
 ββββ)] X 

i = 0.

Гессиан не содержит случайных компонент, и поэтому информационная
матрица равна минус гессиану.

$$$$ = 
 ∂2!

∂ββββ ∂ββββ T = – ∑
 

 
i exp(X 

i
 ββββ) X 

i
TX 

i.

Для поиска максимума можно использовать метод Ньютона:
ββββt+1

  = ββββt
  – ($$$$t

 )
–1
 g t

 .

Метод Ньютона легко реализовать с помощью вспомогательной регрес-
сии.

Обозначим

vi = exp(
1
2

 X 
i
 ββββ), Yi

* = Yi / vi – vi, Xi
* = Xi vi.

Тогда если ∆ββββ— оценки коэффициентов в регрессии Y* по X *, то шаг ме-
тода Ньютона задается формулой:

ββββt+1
  = ββββt

  – ∆ββββt
 .

Оценка ковариационной матрицы оценок есть – ($$$$)–1
  =(X *TX *)–1

 , поэто-

му тесты для коэффициентов матрицы и т. п. можно получить из регрессии
Y** по X *, где Y** = Y*/s, s = Y*T Y*/N , и Y* берется в точке оценок МП (на
последней итерации метода Ньютона). Проверять ограничения на коэффици-
енты можно как с помощью χ2 статистики Вальда, так и с помощью соответ-
ствующих t- и F-статистик из вспомогательной регрессии. В качестве аналога
стандартного F-теста на равенство нулю коэффициентов при всех перемен-
ных кроме константы можно использовать статистику отношения правдопо-
добия. Пусть !* — значение логарифмической функции правдоподобия когда

µi = µ ∀ i.
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LR = 2 (!" – !*) ~
a
 χ2 (m – 1),

где m — количество регрессоров (столбцов X).
Найдем !*:

# = ∑
 

 
i [Yi

 lnµ – µ – lnYi! ].

∂!
∂µ = 

1
µ

 ∑
 

 
iYi – N = 0 ⇒  µ* = 

1
N

 ∑
 

 
iYi

 
 = Y(.

Таким образом, !* = N Y( lnY( – N Y(  – ∑
 

 
ilnYi! .
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Обобщенный метод наименьших квадратов
 Отбросим предположение, что в регрессионной модели ошибки незави-

симы. Пусть ошибки кореллированы и структура матрицы ковариаций оши-
бок V известна. Найдем оценки в этой регрессии методом МП при нормально
распределенных ошибках. Заметим, что метод можно использовать и для бо-
лее широкого класса распределений.

Модель имеет вид
Y = Xββββ + εεεε, где εεεε ~N(0,V).

Плотность распределения εεεε равна

pεεεε(z) = (2π)–N/2 
  |V  | –

1/2 

  exp(– 
1
2 zTV z).

Отсюда получим логарифмическую функцию правдоподобия

# = – 
N
2 ln(2π) – 

1
2 ln|V  | – 

1
2 (Y – Xββββ)TV –1

 (Y – Xββββ).

Далее мы рассмотрим случай, когда V  известна с точностью до множи-
теля:

V = σ 2W.
Подставим это выражение в функцию правдоподобия:

# = – 
N
2 ln(2πσ 2) – 

1
2 ln|W | – 

1
2σ 2 (Y – Xββββ)TW –1

 (Y – Xββββ).

Воспользовавшись условием первого порядка
∂!

∂σ 2 = 0,

выразим σ 2 через ββββ: σ 2(ββββ) = RSS(ββββ)/N где
RSS(ββββ) = (Y – Xββββ)TW –1

 (Y – Xββββ)

— обобщенная сумма квадратов остатков.
Подставив σ 2(ββββ) в логарифмическую функцию правдоподобия, получим

концентрированную функцию правдоподобия:

# с
  = – 

N
2 ln(2π RSS(ββββ )

 N ) – 
1
2 ln|W | – 

N
2.

Поскольку W — константа, то максимизация # с
  эквивалентна минимиза-

ции обобщенной суммы квадратов: RSS(ββββ) → minββββ.
∂! с 
∂ββββ  = 0  ⇔  Y TW –1

 X =ββββ"  TX TW –1
 X.
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Получим оценку МП для ββββ:
ββββ"   = (X TW –1

 X)–1
 X TW –1

 Y.

На практике удобно использовать не эту формулу, а преобразовать X и Y
так, чтобы можно было делать расчеты с помощью ОМНК. Поскольку W —
симметричная положительно определенная матрица, то к ней можно приме-
нить разложение Холецкого (или любое другое аналогичное представление):

W = TT T,
где T — нижняя или верхняя треугольная матрица. Отсюда

W –1
  = (T –1

 )TT –1
 ,

ββββ"   = (X T(T –1
 )TT –1

 X)–1
 X T(T –1

 )TT –1
 Y.

Обозначим T –1
 X = X *, T –1

 Y = Y *. Тогда выражение для  ββββ"   примет вид:

ββββ"   = (X * TX *)–1
  X * TY *.

Таким образом, оценки коэффициентов ββββ можно найти, применив обыч-
ный метод наименьших квадратов к регрессии Y *  по X *. Вообще говоря,
предположения о нормальности не требуется для состоятельности оценок, и
на метод максимального правдоподобия можно было не ссылаться, посколь-
ку предложенное преобразование сразу приводит к классической регресси-
онной модели.

Несложно проверить, что информационная матрица (для ββββ) равна'

%%%% = 
1

σ 2 X TW –1
 X,

поэтому и ковариационная матрица оценок ββββ"  полученная из той же регрес-
сии будет оценкой ковариационной матрицы оценок максимального правдо-
подобия:

V(ββββ") = σ"  2 (X TW –1
 X)–1

  = σ"  2 (X * TX *)–1
 ,

где σ"  2 — оценка дисперсии в регрессии Y *  по X *, которая является оценкой
параметра σ 2  в исходной модели. Это позволяет использовать t- и F-
статистики в преобразованной модели для проверки гипотез о коэффициен-
тах ββββ.

В более общем случае матрица ковариаций ошибок V зависит от вектора
неизвестных параметров αααα. Эту модель в дальнейшем будем называть моде-
лью обобщенного метода наименьших квадратов, хотя ковариационная мат-
рица ошибок в обобщенном методе наименьших квадратов в собственном
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смысле слова зависит от единственного неизвестного множителя. Предпола-
гается, что два вектора параметров не связаны между собой, т.е. математиче-
ское ожидание Y не зависит от αααα, а матрица ковариаций V не зависит от ββββ.

# = – 
N
2 ln(2π) – 

1
2 ln |V(αααα) | – 

1
2 (Y – Xββββ)TV(αααα)–1

 (Y – Xββββ).

Информационная матрица будет блочно-диагональной: ее часть, соот-
ветствующая “взаимодействию” αααα и ββββ будет равна нулю:

∂!
∂ββββ = (Y – Xββββ)TV(αααα)–1

 X.

∂2!
∂ββββ ∂ααααT = (Y – Xββββ)T 

∂V(αααα)–1
 

∂ααααT X.

  %%%% 
ββββαααα = E(

∂2!
∂ββββ ∂ααααT(ββββ0, αααα0)) = E(εεεεT 

∂V(αααα)–1
 

∂ααααT X) = E(εεεεT) 
∂V(αααα)–1

 

∂ααααT X = O.

Отсюда следует, что для проведения тестов относительно αααα можно ис-
пользовать просто диагональный блок информационной матрицы, относя-
щийся к αααα, не учитывая, что ββββ"  — оценки, и наоборот, для проведения тестов
относительно ββββ можно использовать просто диагональный блок информаци-
онной матрицы, относящийся к ββββ:

%%%% 
ββββββββ  = E(

∂!
∂ββββT 

∂!
∂ββββ) = X TV(αααα)–1

 X.

Если имеется способ получить состоятельную оценку параметров αααα  (αααα( ),
то эффективную оценку параметров ββββ благодаря блочно-диагональности ин-
формационной матрицы можно получить за один шаг:

  ββββ( = (X TV(αααα( )–1
 X)–1

 X TV(αααα( )–1
 Y.

Такую оценку принято называть одношаговой эффективной оценкой, а
метод называют возможный обобщенный метод наименьших квадратов
(feasible generalized least squares).

Если на основании оценок ββββ можно из условий первого порядка макси-
мума правдоподобия вычислить оценки αααα, то можно использовать итератив-
ный обобщенный метод наименьших квадратов (iterated generalized least
squares). Этот метод сходится к оценкам максимального правдоподобия.
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Регрессии с неодинаковой дисперсией и
тестирование гетероскедастичности

Взвешенный метод наименьших квадратов
Обобщенный метод наименьших квадратов имеет много применений.

Его частным случаем является взвешенный метод наименьших квадратов,
позволяющий оценивать регрессии с гетероскедастичной ошибкой. Гетеро-
скедастичность означает, что хотя матрица ковариаций ошибок диагональ-
ная, но дисперсии (стоящие по диагонали) разные.

Пусть ошибки независимы и i-я ошибка имеет дисперсию σi
2 = σ 2 wi. В

данном случае матрица W — диагональная с типичным диагональным эле-
ментом wi. Матрица T — тоже диагональная с типичным элементом wi, а

T –1  — диагональная с типичным элементом 
1
wi

. Переменные во вспомога-

тельной регрессии будут иметь вид:

Y*
i = 

Yi

wi
, X*

i = 
Xi

wi
.

Такую регрессию называют взвешенной регрессией.
Если веса зависят от неизвестных параметров wi

 = wi(γγγγ), то следует вос-
пользоваться методом максимального правдоподобия. Логарифмическая
функция правдоподобия равна

# = – 
N
2 ln(2πσ 2) – 

1
2 

 

∑
 

 
iln

 wi(γγγγ) – 
1

2σ 2
 

 

∑
 

  
i
 1
wi(γγγγ)

 (Yi
 – Xi

 ββββ)2.

Концентрируем функцию правдоподобия по σ 2:

# с
  = – 

1
2 

 

∑
 

 
iln( 1

wi(γγγγ)
 (Yi

 – Xi
 ββββ)2

 ) – 
1
2 

 

∑
 

 
iln

 wi(γγγγ) + const.

Максимизация функции правдоподобия эквивалентна минимизации
суммы квадратов остатков взвешенной регрессии по ββββ и γγγγ, если взять норми-
рованные веса:

Y n
i = 

Yi

w n
i (γγγγ)

, X n
i = 

Xi

w n
i (γγγγ)

.

Здесь w n
i (γγγγ) = 

wi(γγγγ)
w((γγγγ) , w((γγγγ) — среднее геометрическое весов (w(  = 

 

∏
 

  
iwi

1/N 
 ).

Важно, что используются нормированные веса, в противном случае миними-
зация суммы квадратов привела бы к неправильному результату.
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Такой метод малопригоден для вычислений. Ниже рассматривается бо-
лее удобный метод, который годится в частном случае линейной мультипли-
кативной гетероскедастичности.

Проверка гипотезы о наличии гетероскедастичности известного
вида
Выдвинем явную гипотезу о виде гетероскедастичности в регрессии:

wi(γγγγ) = h(Ziγγγγ),
где h(.) —дифференцируемая строго монотонная функция, такая что

h(0) = 1, Ziγγγγ — линейная комбинация известных переменных Z с неизвестны-
ми коэффициентами γγγγ.

Дисперсия ошибки i-го наблюдения равна σi
2 = σ 2 h(Ziγγγγ). Функция прав-

доподобия i-го наблюдения будет иметь вид:

#i = – 
1
2 ln(2πσ 2 h(Ziγγγγ)) – 

1
2σ 2 h(Ziγγγγ) (Yi

 – Xi
 ββββ)2.

Как мы уже видели, информационная матрица в модели обобщенного
МНК имеет блочно-диагональную форму, поэтому гипотезы о γγγγ можно про-
верять независимо от ββββ. Поэтому в дальнейшем будем рассматривать гради-
ент функции правдоподобия и информационную матрицу только в той части,
которая относится к γγγγ  и σ 2, которые вместе составляют вектор αααα = (σ 2, γγγγ)T.

Для проверки гипотезы об отсутствии гетероскедастичности удобнее
всего использовать LM-тест (нулевая гипотеза H0: γγγγ = 0), поскольку для него
не требуется оценивать модель при γγγγ ≠ 0. Достаточно оценить регрессию
обычным методом наименьших квадратов.

Найдем вклад в градиент i-го наблюдения:
∂!i
∂σ 2 = – 

1
2σ 2  + 

1
2σ 4 

εi
2

 h(Ziγγγγ).




∂!i

∂σ 2
 
H0

 = 
1

2σ 2
 (

εi
2

σ 2 – 1) = 
1

2σ 2
 µi.

∂!i
∂γγγγ = – 

1
2 

h′(Ziγγγγ)
h(Ziγγγγ)

 Zi  +
1

2σ 2 
h′(Ziγγγγ)
h2(Ziγγγγ)

 εi
2Zi.




∂!i

∂γγγγ
 
H0

 = 
h′(0)

2  (
εi

2

σ 2 – 1) Zi = 
h′(0)

2  µi
 Zi.
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Здесь мы обозначили µi = 
εi

2

σ 2 – 1 и воспользовались тем, что h(0) = 1. Ин-

формационную матрицу удобно находить через матрицу вкладов в градиент.
Воспользуемся тем, что E(µi

2) = 2, поскольку для нормального распределения

E(
εi

2

σ 2) = 1 и E(
εi

4

σ 4) = 3.

Отсюда получим при выполнении нулевой гипотезы

E((
∂!i
∂σ 2)2

 ) = 
1

4σi
4 E(µi

2) = 
1

2σi
4,

E(
∂!i
∂σ 2 

∂!i
∂γγγγ) = 

h′(0)
4σ 2  E(µi

2) Zi = 
h′(0)
2σ 2  Zi,

  E(
∂!i
∂γγγγT

 
 
∂!i
∂γγγγ

 ) =  
(h′(0)) 2

4  E(µi
2) Zi

T
 Zi

 = 
(h′(0)) 2

2
 Zi

TZi.

Таким образом, информационная матрица равна

%%%% N
αααααααα = E(G T

αααα 0G 
αααα 0) = 









 

N
2σi

4  
h′(0)
2σ 2

 
 

∑
 

 
iZi

 

 
h′(0)
2σ 2

 
 

∑
 

 
iZi

T  
(h′(0)) 2

2
 

 

∑
 

 
iZi

TZi 
  =

= 









 

1
2σi

4 1T1  
h′(0)
2σ 2

 1TZ 

 
h′(0)
2σ 2

 Z T1  
(h′(0)) 2

2
 Z TZ 

 .

где 1 — вектор-столбец, составленный из N единиц. Если обозначить

Z *= (
1

 2σ 21, 
h′(0)

2
Z),

то
%%%% N

αααααααα = Z * TZ *.

Статистика множителя Лагранжа для проверяемой гипотезы равна
LM = g*αααα

T (%%%%* N
αααααααα)–1

 g*αααα,

где градиент и информационная матрица берутся в точке (ββββ*, σ*  2, 0) оценок
ОМНК.
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Градиент равен g*αααα = (
1

2σ*  2
 1Tµµµµ*, 

h′(0)
2  Z Tµµµµ*), где µ*i

 = 
ei

2

σ*  2 – 1, ei — остатки из

регрессии. (Оценка дисперсии σ*  2, полученная методом максимального прав-
доподобия такова, что 1Tµµµµ* = 0, так как производная функции правдоподобия
равна нулю.) В терминах матрицы Z *

g*αααα = 
1

 2
 Z *Tµµµµ*.

В таком случае можно заметить, что LM-статистика равна объясненной

сумме квадратов из регрессии 1
 2

 µµµµ* по Z *  или, что то же самое, половине

объясненной суммы квадратов из регрессии µµµµ* ïî Z *:

LM = 
1
2

 µµµµ*TZ *(Z * TZ *)–1
 
1
2

 Z *Tµµµµ* = 
1
2 µµµµ*TZ *(Z * TZ *)–1

 Z *Tµµµµ*.

Если домножить регрессоры на отличные от нуля константы, то подпро-
странство, которое на них натянуто, не изменится. Поэтому регрессия µµµµ* ïî Z *

дает ту же самую объясненную сумму квадратов, что и регрессия µµµµ* по 1 и Z.
Таким образом, окончательно получаем, что LM-статистика для тестирова-
ния гетероскедастичности равна половине объясненной суммы квадратов из
регрессии µµµµ* по константе и Z. Статистика распределена асимптотически как
χ2(r), где r — размерность вектора γγγγ.

Примечательно, что в этой статистике не фигурируют производные
функции h(.), формула будет одна и та же независимо от выбора h(.). Когда
статистика множителя Лагранжа одна и та же для широкого класса альтерна-
тивных гипотез, тогда эти альтернативные модели принято называть локаль-
но эквивалентными альтернативами.

Регрессия с мультипликативной гетероскедастичностью
В регрессии с (линейной) мультипликативной гетероскедастичностью

дисперсия ошибки равна
σi

2(αααα) = exp(Ziαααα).
Здесь Z — матрица, состоящая из переменных, от которых зависит дис-

персия (как правило, в ней должен быть столбец, состоящий из единиц), αααα —
вектор параметров.

Регрессия задана формулой:
Yi

 = Xi
 ββββ + εεεεi , εεεεi ~ NID(0,σi

2(αααα)).
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Предполагается, что неизвестные параметры в “среднем” и в дисперсии
не связаны между собой.

Логарифмическая функция правдоподобия i-го наблюдения для этой мо-
дели имеет вид:

#i = – 
1
2 ln(2πσi

2(αααα)) – 
1

2σi
2(αααα  ) (Yi

 – Xi
 ββββ)2  =

= – 
1
2 ln(2π) – 

1
2 Ziαααα  – 

ei
2

2 exp(Ziαααα) .

Найдем вклад в градиент i-го наблюдения:
∂!i
∂ββββ = 

1
σi

2(αααα  ) eiXi,

∂!i
∂αααα = – 

1
2 Zi  + 

ei
2

2 exp(Ziαααα) Zi = 
1
2 (

ei
2

σi
2(αααα  )  – 1)Zi.

Вклад в информационную матрицу i-го наблюдения равен

E(
∂!i
∂ββββT

 
 
∂!i
∂ββββ) = 

E(εi
2)

σi
4  Xi

TXi
 = 
1

σi
2 Xi

TXi,

E(
∂!i
∂ββββT

 
 
∂!i
∂αααα) =  

1
2 E(

εi

σi
2(αααα) (

εi
2

σi
2(αααα)  – 1)) Xi

TZi
 = 0,

  E(
∂!i
∂ααααT

 
 
∂!i
∂αααα ) =  

1
4 E(

εi
4

σi
4(αααα)  – 2 εi

2

σi
2(αααα) + 1) Zi

TZi
 =

= 
1
4(3 – 2 + 1) Zi

TZi= 
1
2

 Zi
TZi.

Таким образом, информационная матрица (как и следовало ожидать)
блочно-диагональная и блоки ее равны:

%%%% N
ββββββββ = XT diag(

1
σ 
1

2, ..., 
1

σN
2) X, %%%% N

αααααααα = 
1
2

 Z TZ .

При данном векторе αααα, коэффициенты регрессии ββββ можно найти из
взвешенной регрессии:

ββββ = (X *TX *)–1
 X *TY *,

где Xi
*= 
1
σi

 Xi,  Yi
*= 
1
σi

 Yi. Обозначим остатки из этой регрессии e*(αααα).

Используем итерации по αααα  :
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αααα  t+1
 

 = αααα  t
  + %%%% N

αααααααα(αααα  t
 )

–1
  gαααα

  = αααα  t
  + ∆αααα  t

 .

∆αααα  t
  можно находить с помощью вспомогательной регрессии 

1
2

  µµµµ* (αααα  t
 )

по 
1
2

 Z, где µ*i = ei
2

σi
2  – 1 = (e*

i )2
  – 1.

Обе используемые в этом алгоритме вспомогательные регрессии дают
состоятельные оценки ковариационных матриц соответствующих оценок па-
раметров и могут использоваться для проверки гипотез.
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Нелинейная регрессия. Метод Гаусса-Ньютона
Пусть нелинейная регрессия задана уравнением

Yi = fi(θθθθ) + εi,
Имея на t-м шаге приближение θθθθt

 , следующее приближение θθθθ
t+1
  получа-

ем с помощью регрессии Y – f (θθθθt
 ) по F(θθθθt

 ), где F(.) — матрица производных f

по θθθθ:

Fij = 
∂fi

∂θj
.

По сути дела мы здесь линеаризируруем функцию f в окрестности точки
θθθθt

 . Пусть ∆θθθθt
 
  — оценки ОМНК из этой вспомогательной регрессии:

∆θθθθt
  = (F(θθθθt

 )
TF(θθθθt

 ))
–1
 F(θθθθt

 )
T(Y – f (θθθθt

 )).

Тогда следующее приближение метода Гаусса-Ньютона будет:
θθθθt+1

  = θθθθt
  + ∆θθθθt

 .

Повторяем эти итерации пока метод не сойдется.
Последняя из регрессий Гаусса-Ньютона даст состоятельную оценку

матрицы ковариаций оценок θθθθ"  (σ"  2 (F"  TF" )–1
 ), при условии, что верны обыч-

ные предположения: что εi независимо нормально распределены с нулевым
мат. ожиданием и одинаковой дисперсией. Ясно, что можно, используя t- и
F-статистики из этой вспомогательной регрессии, проверять различные ги-
потезы по принципу теста Вальда. Таким образом, регрессия Гаусса-
Ньютона является искусственной регрессией.
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Оценивание регрессии с AR-ошибкой
AR(1) имеет вид:

εi = ρ εi–1 + ξi.
“Инновации” ξi независимы и имеют одинаковую дисперсию ω2. Из это-

го следует, что εi–1 и ξi независимы. Дисперсия εi находится из соотношения
V(εi) = V(ρ εi–1) + ω2.
σ 2 = ρ 2σ 2 + ω2,

где σ 2 = V(εi). Отсюда

σ 2 = 
ω 2

1 – ρ 2.

Чтобы дисперсия не увеличивалась до бесконечности с ростом количе-
ства наблюдений, должно выполняться условие стационарности |ρ | < 1.

Найдем матрицу ковариаций ошибок εi. Рекуррентную формулу для εi

можно развернуть следующим образом:
εi = ξi + ρ ξi–1 + ρ 2ξi–2 +...+ ρ τξi–τ.

Отсюда cov(εi, εi–τ) = cov(ρ τεi–τ, εi–τ) = ρ τσ 2.
Получаем следующую ковариационную матрицу

V(σ 2, ρ) =σ 2 









 1  ρ  %"ρ N–1

 

 ρ &   '
'   &  ρ 

ρ N–1
 

 %" ρ  1

 = σ 2 W(ρ).

Предположим, что в линейной регрессионной модели Yi
 = Xi

 ββββ + εi ошиб-
ка порождается авторегрессионным процессом первого порядка. Рассмотрим
два способа оценивания такой регрессионной модели.

Нелинейная регрессия с пропущенным первым наблюдением

Подставим εi = Yi
 – Xi

 ββββ в уравнение авторегрессионного процесса:
Yi

 – Xi
 ββββ = ρ (Yi–1

 – Xi–1
 ββββ) + ξi.

Получим следующую нелинейную регрессионную модель:
Yi

 = Xi
 ββββ + ρ (Yi–1

 – Xi–1
 ββββ) + ξi.

Ошибки ξi независимые с одинаковой дисперсией и их ковариационная
матрица равна ω2 I.

Для оценивания нелинейной регрессии можно использовать метод Гаус-
са-Ньютона. Поскольку Y0,  X0 и ε0  неизвестны, то первое наблюдение не ис-
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пользуют. С помощью вспомогательной регрессии метода Гаусса-Ньютона
можно не только оценить модель, но и проверить гипотезу об отсутствии ав-
токорреляции (ρ = 0).

Если неизвестно, есть ли автокорреляция ошибок, лучше сначала полу-
чить оценки ОМНК и проверить гипотезу в этой точке (принцип LM-теста).
Такой тест можно реализовать воспользовавшись той же регрессией Гаусса-
Ньютона. В точке оценок ОМНК (когда ρ = 0) матрица производных равна
[X, e–1], т.е. к X добавляется столбец лагов остатков (где первое наблюдение
равно нулю). Вспомогательная регрессия имеет вид

e = X b + r e–1 +ошибка.
Проверяем гипотезу, что r = 0. Для этого можно использовать обычную

t-статистику. Поскольку модель линейна, то это все равно, что тест на добав-
ление переменной e–1 в исходную регрессию, так как можно заменить в ле-
вой части e на Y.

Этот тест и этот метод годятся даже тогда, когда в правой части стоят
лаги зависимой переменной (DW-статистика в этом случае непригодна).
Идею теста предложил Дарбин.

Описанный метод дает оценки МП при предположении, что ошибки
распределены нормально, но не является точным методом МП, поскольку не
учитывает распределение первого наблюдения.

Оценивание регрессии с AR(1)-ошибкой полным методом
максимального правдоподобия

Ковариационная матрица ошибок εi имеет вид:

V(σ 2, ρ) = σ 2 W(ρ) =σ 2 









 1  ρ  %"ρ N–1

 

 ρ &   '
'   &  ρ 

ρ N–1
 

 %" ρ  1

 .

Дисперсии εi и ξi связаны между собой соотношением σ 2  = 
ω 2

1 – ρ  2.

Можно проверить, что
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W –1
  = (1– ρ 2) 









 1 –ρ
–ρ 1+ρ 2

  
&  O 

   & &  &"  

 O 
&
  
1+ρ 2 –ρ

–ρ  1 

 .

Применим следующее разложение Холецкого: T T T= W –1
 (1– ρ 2), где

T = 









1–ρ 2 –ρ

   1   
   O 
&    

 O  
& –ρ 
  1

 
 .

Определим переменные вспомогательной регрессии следующим обра-
зом:

Y * = T TY, X * = T TX.
При фиксированном ρ регрессия Y * по X * дает оценки максимума прав-

доподобия для ββββ (это будет оценка МП только в том случае, если X не со-
держит лагов зависимой переменной !!!). Этот прием называется преобразо-
ванием Прэйса-Винстена  (Prais-Winsten transformation). Распишем его более
подробно:

Y1* = 1–ρ 2 Y1 , X*
1j

  = 1–ρ 2 X1j,
Yi

* = Yi –ρYi–1 , X*
ij

  = Xi –ρXi–1j  ∀  i > 1.
Как и следовало ожидать, при i > 1 преобразование совпадает с рассмот-

ренным выше преобразованием при пропущенном первом наблюдении.
В данном случае формула для первого наблюдения отличается от фор-

мулы для прочих наблюдений. Поскольку в ней отсутствуют лаги,  то ошиб-
ка будет равна εi, а не ξi и дисперсия для первого наблюдения будет равна

σ2 = ω 2

1 – ρ 2, а не ω2. Поэтому первое наблюдение домножается на 1–ρ 2 , что-

бы избавиться от гетероскедастичности.
Пусть ββββ(ρ) — оценки коэффициентов из вспомогательной регрессии,

e*(ρ) — остатки из вспомогательной регрессии. Мы можем максимизировать
по ρ  концентрированную функцию правдоподобия:

#c(ρ) = – 
1
2 ln|W(ρ)|  – 

N
2 ln((Y – Xββββ(ρ)) TW(ρ)–1

 (Y – Xββββ(ρ))) +
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+ const"=  
1
2 ln(1– ρ 2) – 

N
2 ln(e*(ρ)Te*(ρ)) + const → max 

ρ
 .

Здесь мы воспользовались тем, что T T T= W –1
 (1– ρ 2) и

ln|W| = – ln|W –1
 | = – N ln(1– ρ 2) – ln|T T T| =

= – N ln(1– ρ 2) – 2 ln|T | = – N ln(1– ρ 2) – 2 ln( 1–ρ 2 ) =
= – (N +1) ln(1– ρ 2).

Можно показать, что условие первого порядка максимума концентриро-
ванной функции правдоподобия представимо в виде кубического уравнения.
Максимум находится как средний корень этого уравнения.

Удобно, что при этом оценка ρ всегда лежит в интервале стационарно-
сти (–1,1).

Информационная матрица, как и всегда в модели обобщенного метода
наименьших квадратов, является блочно-диагональной. Приводим ее выбо-
рочный аналог без доказательства

%%%% N
 (θθθθ")–1

 
 = 









ω" 2 (X" *TX" *)–1

   O 

 O  

N
1– ρ"  2 + 

3ρ"  2–1
(1– ρ"  2)2  

2ρ"
ω"  (1– ρ")2 

 
2ρ"

ω"  (1– ρ")2  
2N
ω" 2  

.

Иногда первое наблюдение очень важно и добавляет много новой ин-
формации.
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Регрессия с MA-ошибкой

Оценивание регрессия с MA(1)-процессом в ошибке полным
методом максимального правдоподобия

Будем рассматривать регрессию Y = X ββββ + εεεε с MA(1)-процессом в ошиб-
ке:

εi = ξi + µξi–1 ξi ~ N(0, ω2)
σ 2 = var(εi) = (1 + µ2)ω2

Ковариационная матрица ошибок εi имеет вид V(σ 2, µ) = σ 2 W(µ).

W= 













1 + µ 2      µ

µ    1 + µ 2
  

 &  O 

   

   &  & &"  
   

 O 
& 
  
1 + µ 2     µ
 µ     1 + µ 2 

 = (1 + µ2) I + µΦΦΦΦ  ,

где  ΦΦΦΦ  = 









 0  1
 1  0

  
 &  O 

   &  &  &"  

 O 
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0  1 
1  0 

 .

Симметричную положительно определенную матрицу можно предста-
вить в виде W = H TΛΛΛΛ H , где H — ортогональная матрица собственных век-
торов (H T =  H –1

 ), а ΛΛΛΛ — диагональная матрица, диагональ которой состоит

из соответствующих собственных чисел. В данном случае, собственные век-
тора матрицы W совпадают с собственными векторами матрицы ΦΦΦΦ, и поэто-
му не зависят от µ. Типичный элемент матрицы H равен

Hkl = sin( k
 l π

N+1) 
2

N+1.

Типичный диагональный элемент матрицы ΛΛΛΛ (собственное число) равен

λk = µ2 + 2 µ cos(
kπ

N+1) + 1.

Матрица W  такова, что
W –1

 
 = H TΛΛΛΛ–1

 
 H.

Несложно также найти определитель матрицы W:
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|W| = 
1– µ 2N + 2

1– µ 2 .

Обозначим Y * = DHY, X * = DHX, где D = ΛΛΛΛ– 1/2 — диагональная матрица.
Пусть e*(µ) — остатки из вспомогательной регрессии, ββββ(µ) — оценки ко-

эффициентов из этой регрессии. Тогда
(Y – X ββββ(µ))T W (µ)–1

 
 (Y – X ββββ(µ)) = e*(µ) Te*(µ).

Концентрированная функция правдоподобия после исключения пара-
метров σ2 и ββββ приобретет вид

#c(µ) = – 
1
2 (ln(1– µ2N + 2) – ln(1– µ2)) – 

N
2 ln(e*(µ) Te*(µ)) + const.

Остается с помощью одномерного поиска максимизировать концентри-
рованную функцию правдоподобия по µ на отрезке  [–1, 1]. Максимум функ-
ции правдоподобия может с ненулевой вероятностью достигаться при µ = 1
или µ  = –1.

Можно предложить и другую вспомогательную регрессию, которая при-
менима и в общем случае MA(l)-процесса. Обозначим η  = ξ0. Тогда модель
можно преобразовать к виду

0 = –η  + ξ0,
Y1 = X1ββββ + µη + ξ1,
Y2 – µY1  = (X2 – µX1)ββββ – µ2 η + ξ2,

 и так далее для i =3,...,N.
Более компактно это можно записать как уравнение регрессии:

Y(  = X(ββββ + Z(η + ξξξξ.

Здесь Y( , X(  и Z(  имеют по N+1 наблюдению и вычисляются по рекуррент-

ным формулам:

Y( i = Yi – µY( i–1, Y(0 = 0,

X( i = Xi – µX( i–1, X( 0 = 0,

Z( i = – µZ( i–1, Z(0 = –1.

Пусть ξξξξ((µ) — остатки из вспомогательной регрессии, ββββ(µ) — оценки ко-

эффициентов ββββ из этой регрессии. Тогда можно показать, что (Y –
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X ββββ(µ))TW (µ)–1
 (Y – X ββββ(µ)) = ξξξξ((µ)Tξξξξ((µ). Соответственно, концентрированная

функция правдоподобия равна

#c(µ) = – 
1
2 (ln(1– µ2N + 2) – ln(1– µ2)) – 

N
2 ln(ξξξξ((µ)Tξξξξ((µ)) + const.

Оценивание регрессии с MA-ошибкой нелинейным МНК
Как и в случае регрессии с AR-процессом, если пренебречь первыми на-

блюдениями, можно получить оценку, которая асимптотически эквивалентна
точной оценке максимального правдоподобия. В данном случае удобно счи-
тать, что довыборочные ошибки ξi (i < 1) равны нулю. При этом из функции
правдоподобия исчезает мешающий член –1/2 (ln(1– µ2N + 2) – ln(1– µ2)), и мо-
дель сводится к нелинейной регрессии, которую можно оценить с помощью
метода Гаусса-Ньютона. Требуется минимизировать сумму квадратов остат-
ков

N
∑

i =1
ξi

2(ββββ, µ) → min.

Остатки вычисляются рекуррентно по формуле
ξi

 (ββββ, µ) = Yi – Xi
 ββββ – µξi–1(ββββ, µ)   (ξ0(ββββ, µ) = 0).

Производные функции ξi
 (ββββ, µ), необходимые для использования метода

Гаусса-Ньютона также находятся рекуррентно:
∂ξi

∂ββββ  = – Xi
 – µ

∂ξi–1

∂ββββ     (
∂ξ0

∂ββββ  = 0).

∂ξi

∂µ =  – µ
∂ξi–1

∂µ  – ξi–1   (
∂ξ0

∂µ  = 0).
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Регрессия с ARCH-процессом в ошибке
Часто в эконометрических моделях остатки становятся то большими на

какой-то период, то не очень большими, и так далее и в этом нет определен-
ной закономерности. Особенно это относится к моделям финансовых рын-
ков. Даже если безусловная дисперсия ошибок постоянна, условная диспер-
сия может быть подвержена случайным колебаниям. Условные прогнозы
дисперсии могут иметь практическое значение. Владельцев активов интере-
сует, как получить прогноз риска на ряд следующих периодов, если известна
информация за текущий и предшествующие периоды.

Для моделирования таких процессов используется понятие условной ав-
торегрессионной гетероскедастичности (ARCH, autoregressive conditional
heteroskedasticity). Ввел это понятие Энгл (Engle, 1982). Основная идея со-
стоит в том, что дисперсия ошибки в момент i зависит от величины квадрата
ошибки в предшествующие периоды времени.

Процесс ARCH(p) имеет следующий вид:
σ 2

i  ≡ E(ε 2
i |Ωi) = µ + γ 

1ε 2
i–1+γ2ε 2

i–2+ ... +γpε 2
i–p.

Ωi обозначает информацию, которая имеется к моменту i, т. е. все на-
блюдаемые переменные в момент i – 1 и ранее. В частности, для ARCH(1)

σ 2
i  = µ + γ 

1ε 2
i–1.

Предполагают, что µ > 0, γ 
k ≥ 0, чтобы дисперсия не могла оказаться от-

рицательной.
В случае, когда εi имеют нормальное распределение, очередное значение

задается формулой
εi = σi

 ξi, где  ξi
 ~ NID(0,1).

или εi = ξi, µ + γ1ε 2
i–1

 + γ2ε 2
i–2

 + ... + γpε 2
i–p.

Такой процесс имеет большое сходство с авторегрессионным.
Обозначим безусловную дисперсию через σ 2

 . Тогда, если взять ожида-

ния от обеих частей в формуле для дисперсии, получим
σ 2

  = µ + γ 
1σ 2

 
 + γ2σ 2

 
 + ... +γpσ 2

 .

Здесь мы восппользовались формулой полного математического ожида-
ния:

E(σ 2
i ) = E(E(ε 2

i |Ωi)) = E(ε 2
i ) = σ 2

 .

Получаем выражение для безусловной дисперсии
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σ 2
  =  

µ

1 – 
p
∑

k = 1
γk

 .

Отсюда видно, что для того, чтобы ARCH-процесс был стационарным

необходимо, чтобы 
p
∑

k = 1
γk < 1.

На практике структура лага γ 
1, ... , γp неизвестна и ее приходится оцени-

вать. Если p большое, то приходится оценивать слишком много коэффициен-
тов. В таком случае можно наложить априорные ограничения. Энгл, напри-
мер, взял

γ 
1 = 0.4γ *,   γ 

2 = 0.3γ *,   γ 
3 = 0.2γ *,   γ 

4 = 0.1γ *,
поэтому вместо четырех коэффициентов, ему надо было оценить только
один γ *.

Если воспользоваться бесконечным геометрическим лагом, то можно
преобразовать модель к виду

σ 2
  = µ + γ 

1ε 2
i–1

 + δ 
1σ 2

i–1.

Эта модель называется GARCH(1,1). Как ARCH похожа AR на, так
GARCH похожа на ARMA. Модель GARCH предложена Боллерслевом
(Bollerslev, 1986).

GARCH(p, q)имеет вид:
σ 2

i  = µ + γ 
1ε 2

i–1+ ... +γpε 2
i–p+ δ 

1σ 2
i–1+ ... + δ 

1σ 2
i–q=

=µ + 
p
∑

k = 1
γk ε 2

i–k + 
q
∑

k = 1
δk σ 2

i–k.

Безусловная дисперсия равна

σ 2
  =  

µ

1 – 
p
∑

k = 1
γk – 

q
∑

k = 1
δk

 .

Регрессионная модель с нормально распределенной GARCH-ошибкой
имеет вид:

Yi = Xi
 ββββ + εi, εi ~N(0, σ 2

i ),

где σ 2
i  вычисляется по данной выше формуле. К сожалению, не существует

простого способа оценивания регрессии с GARCH-процессом в ошибке.
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Логарифмическая функция правдоподобия для одного наблюдения (с
точностью до константы) равна

#i = – 1
2

 lnσ 2
i  – 
1
2 

e 2
i

σ 2
i

 = – 1
2 lnσ 2

i  – 
1
2 
1

σ 2
i

 (Yi – Xi
 ββββ)2

 ,

для всего вектора наблюдений

# = ∑ 
i#i = – 1

2 ∑ 
i
 lnσ 2

i  – 
1
2 ∑ 

i

e 2
i

σ 2
i

 =

= – 1
2 ∑ 

i
 lnσ 2

i  – 
1
2 ∑ 

i
1

σ 2
i

 (Yi – Xi
 ββββ)2

 ,

где σ 2
i  вычисляется рекуррентно:

σ 2
i (β, µ, γ, δ) =µ +

p
∑

k = 1
γk e 2

i–k(β) + 
q
∑

k = 1
δk σ 2

i–k(β, µ, γ, δ).

Обозначим αααα = ( µ, γ1,... ,γp, δ1,... , δq)T, zi = (1, ε 2
i–1, ... , ε

 2
i–p, σ 2

i–1, ..., σ
 2
i–p)T.

Тогда σ 2
i  =ααααTzi.

Вклад в градиент отдельного наблюдения:
∂!i
∂ββββ = 

1
2

 1
σ 2

i
 
∂σ 2

i
∂ββββ

 ( 
e 2

i

σ 2
i

 – 1) + 
1

σ 2
i

 eiXi ,

∂!i
∂αααα = 

1
2 
1

σ 2
i

 
∂σ 2

i
∂αααα

 ( 
e 2

i

σ 2
i

 – 1).

Производные условной дисперсии вычисляются рекуррентно:

 
∂σ 2

i
∂ββββ  = –2

p
∑

k = 1
γk X 

i–k e
 
i–k + 

q
∑

k = 1
δk

 
∂σ 2

i–k
∂ββββ ,

  
∂σ 2

i
∂αααα  = zi

T + 
q
∑

k = 1
δk

 
∂σ 2

i–k
∂αααα .

Приведенные формулы уже позволяют применить метод BHHH (OPG),
как предложил Боллерслев. Однако, метод, как обычно, работает плохо в
смысле сходимости и точности оценивания ковариационной матрицы оценок
МП. Другие методы, — Ньютона, удвоенной регрессии, — работают гораздо
лучше. Рассмотрим метод, использующий оценку информационной матри-
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цы, в которой ожидания берутся только частично — только условные ожи-
дания.

Чтобы найти оценку информационной матрицы, возьмем в точке истин-
ных параметров математическое ожидание условное по информации, имею-
щейся на момент i (Ωi), от матрицы внешнего произведения градиента i-го
наблюдения. Поскольку ожидание условное, то единственной случайной
компонентой будет ошибка (в точке истинных параметров остатки равны
ошибкам). При этом пользуемся тем, что

E(( 
ε 2

i

σ 2
i

 – 1) ε 
i |

 Ωi) =0,    E(( 
ε 2

i

σ 2
i

 – 1)2
  | Ωi) = 2    и    E(ε 2

i  | Ωi) =σ 2
i .

Отсюда
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Информационная матрица равна безусловному ожиданию суммы услов-
ных мат. ожиданий гессианов со знаком минус:

%%%% N
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Можно показать, хотя доказательство достаточно громоздкое, что'%%%% N
ααααββββ =

O. Таким образом, информационная матрица является блочно-диагональной
между коэффициентами регрессии и параметрами GARCH-процесса.

Информационную матрицу можно состоятельно оценить матрицей:
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%%%%"
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Для нахождения оценок максимального правдоподобия можно приме-
нить обычный алгоритм:

ββββt+1
  = ββββt

  + λββββ(%%%%"
 N
ββββββββ

 t
 )

–1
 gββββ(θθθθt

 ),

αααα  t+1
  = αααα  t

  + λαααα
 (%%%%"

 N
αααααααα

t
 )

–1
 gαααα

 (θθθθt
 ).

Прежде чем оценивать GARCH-регрессию, имеет смысл проверить на-
личие GARCH-процесса в ошибке с помощью теста множителя Лагранжа в
точке оценок ОМНК. Используем блочно-диагональность информационной
матрицы:

LM = g* T
αααα  (%%%%'*  N

αααααααα)–1
 g* 

αααα.

При нулевой гипотезе об отсутствии GARCH-процесса σ 2
i  = µ = σ 2

 , и

статистику можно упростить. Найдем эту статистику только в частном слу-
чае ARCH модели:
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Пусть  µµµµ — вектор-столбец, состоящий из  
e 2

i

σ 2
 

 – 1, Z — матрица, строка-

ми которой являются zi
T = (1, e 2

i–1, ... , e
 2
i–p). Тогда

g* T
αααα  = 

∂!
∂αααα =  

1
2 
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 µµµµTZ, %%%%'*  N
αααααααα = 1

2
 1
(σ 2

 )2
 

 ZTZ.

LM = 1
2 µµµµTZ (ZTZ)–1

 Z Tµµµµ~
a
 χ2(p).

Энгл предложил несколько изменить форму статистики. Для этого ис-
пользуется то, что поскольку ошибки распределены нормально, то

Plim µµµµTµµµµ/N = 2.
Асимптотически эквивалентной статистикой будет
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LM* = 
N

µµµµ Tµµµµ µµµµTZ (ZTZ)–1
 Z Tµµµµ~

a
 χ2(p).

Эта статистика равняется N R2
 , где R2

  — коэффициент детерминации в

регрессии квадратов остатков по Z, то есть по константе и p лагам квадратов
остатков.
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Якобиан преобразования плотности распределения
в функции правдоподобия

Функция правдоподобия модели типа εεεε= f (Y,θθθθ1)
Рассмотрим модель по отношению к которой регрессия является част-

ным случаем:
εεεε = f (Y,θθθθ1).

Здесь Y — зависимая переменная, εεεε — ошибка, причем Y и εεεε — вектора-
столбцы одинаковой размерности. “Независимые переменные” (регрессоры)
X неявно содержатся в функции f (.). θθθθ1 — неизвестные параметры.  Обозна-
чаем их θθθθ1, а не θθθθ, потому что распределение ошибок εεεε само может зависеть
от вектора неизвестных параметров (θθθθ2), так что

θθθθ = 






θθθθ1

θθθθ2
.

В частном случае линейной регрессии
f (Y, θ1) = Y – Xββββ, θθθθ1 = ββββ, θθθθ2 = σσσσ 2.

Как правило, при построении эконометрической модели делают предпо-
ложение о распределении ошибки, а уже из распределения ошибки выводят
распределение зависимой переменной. Таким образом, задача состоит в том,
чтобы из плотности распределения εεεε получить плотность распределения Y
(если мы имеем дело с непрерывным распределением).

Плотности распределения связаны между собой соотношением:
pY(Y, θ) = pεεεε( f (Y, θ1), θ2) abs |J(θθθθ1)|,

где J(θθθθ1) — матрица Якоби (якобиан), соответствующий преобразованию Y в
εεεε:

J(θθθθ1) = 
∂f
∂Y = {

∂fi

∂Yl
}il

— матрица первых производных  f  по Y. В выражении для плотности здесь
стоит модуль определителя якобиана.

Функция правдоподобия — это по определению плотность распределе-
ния Y. Таким образом, логарифмическая функция правдоподобия равна

# = ln pεεεε( f (Y, θ1), θ2) + ln abs |J(θθθθ1)|.
Будем второе слагаемое здесь называть якобианным членом. Якобиан-

ный член уже присутствовал в логарифмических функциях правдоподобия,
которые мы рассматривали выше (см. напр. регрессии с автокоррелирован-
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ными ошибками). В модели с AR(1)-ошибкой εi = ρ εi–1 + ξi, где εi = Yi – Xi
 ββββ.

Выразим ξξξξчерез Y:
fi(Y, θ1) = ξi = (Yi – X i

 ββββ) – ρ (Yi–1 – Xi–1
 ββββ),  i =1,...,N.

f1(Y, θ1) = 1 – ρ2
   (Y1 – X1ββββ).

Здесь θθθθ1 = 






ββββ

ρ . f1(Y, θ1) определена таким образом, чтобы все элементы f

имели одинаковую дисперсию. Для этой модели

  J(θθθθ1) = 
∂f
∂Y = 









1–ρ2

  
–ρ  1

  O 

 
   & 

 O   
  
&   
–ρ 1

 
 , abs |J(θθθθ1)| = 1 – ρ2

 .

Преобразование зависимой переменной. Модель Бокса-Кокса

В частном случае рассмотренной модели θθθθ1 состоит из ββββ и δδδδ  и
fi (Yi, θ1) = hi(Yi,δδδδ) – Xi(δδδδ)ββββ.

Модель является квазирегрессионной. Здесь X(δδδδ) — матрица “регрессо-

ров”, ββββ — вектор регрессионных коэффициентов. Якобиан J = ∂f
∂Y = ∂h

∂Y зави-

сит только от параметров δδδδ  и является диагональной матрицей.
Такая модель возникает из регрессии, если применить к зависимой пе-

ременной преобразование, зависящее от оцениваемых параметров.
Пусть ошибки нормально распределены εi~N(0,σ 2) и некоррелированы.

pεεεε(z) =  (2πσ 2)–N/2
 

 exp(– 1
2σσσσ 2

 zTz).

Логарифмическая функция правдоподобия для такой модели:
# = ln pεεεε( f (Y, θ1), θ2) + ln abs |J(θθθθ1)| =

 = – 
N
2 ln(2πσ 2) – 

1
2σσσσ 2

  f Tf  + ln abs | 
∂f
∂Y

 | =

= – 
N
2 ln(2πσ 2) – 

1
2σσσσ 2

  ∑
 

 
i(h

 
i(Y

 
i,δδδδ) – X 

i(δδδδ)ββββ)2 + ∑
 

 
iln abs ( ∂hi

∂Yi
).

Самое популярное преобразование зависимой переменной — это преоб-
разование Бокса-Кокса:

h 
i(Yi,δ) = 

Y δ
i

 – 1
δ .

В общем случае его можно применять, только если все Yi положительны.
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Если δ → 0, то 
Y δ

i
 – 1
δ → lnYi, поэтому берут h(Y,0) =  lnY.

Таким образом, имеем следующую простейшую модель Бокса-Кокса3:
Y δ

i
 – 1
δ  = Xi

 ββββ + εi .

Здесь регрессоры X детерминированы и не зависят от неизвестных па-
раметров.

Якобиан равен

J = 









Y δ –1

1      O 
   &   

 O    Y δ –1
N  

.

Функция правдоподобия для модели Бокса-Кокса равна

# = – 
N
2 ln(2πσ2) – 

1
2σσσσ 2

  ∑
 

 
i(

Y δ
i

 – 1
δ  – X 

i
 ββββ)2 – (1 – δ) ∑

 

 
i
 lnYi.

Концентрируя функцию правдоподобия по σ 2, получим

#с  = – 
N
2 ln(2π 

RSS
N )  – 

N
2 – (1 – δ) ∑

 

 
i
 lnYi.

Обозначим Y( среднее геометрическое Yi:

Y( = (∏
 

iYi)
1/N 
   

.

Тогда #с  = – 
N
2 ln(RSS) – N (1 – δ) ln Y( + const.

Максимизация #с  эквивалентна минимизации следующей суммы квадра-

тов:

∑
 

 
i(Y(

 1– δ
  (

Y δ
i

 – 1
δ  – X 

i
 ββββ))2

 .

Можно предложить два метода оценивания.
Первый метод заключается в одномерной минимизации по δ, поскольку

при фиксированном δ  задача сводится к ОМНК. Строим регрессию  Y(
 1– δ
  (Y δ

i

– 1)/δ  по Y(
 1– δ
  X 

i.

                                                          
3 В моделях этого типа переменные в правой части также могут подвергаться преоб-

разованию Бокса-Кокса.
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Второй метод заключается в использовании нелинейного МНК, в кото-
ром зависимой переменной является вектор, состоящий из нулей, а в правой
части стоит Y(

 1– δ
  ((Y δ

i  – 1)/δ  – X 
i
 ββββ).

В обоих случаях мы найдем МП-оценки, но не найдем состоятельную
оценку матрицы ковариаций оценок (ковариационные матрицы из этих
вспомогательных регрессий не годятся).
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Тест на нормальность
Задача этого параграфа — получить статистику множителя Лагранжа,

которая позволила бы проверять гипотезу о том, что ошибки в регрессии
распределены нормально. Идея состоит в том, чтобы рассмотреть модель с
ошибкой из некоторого семейства непрерывных распределений, так чтобы
нормальное распределение было частным случаем. Удобно взять, например,
пирсоновское семейство распределений.

Плотность распределения (с нулевым мат. ожиданием) из пирсоновского
семейства задается экспонентой функции

ψ(ε, c) = 
ε
∫
 
 

c1 – t
 c2t2 – c1t + c0

 dt.

Поскольку интеграл плотности распределения должен быть равен 1, то
эту функцию следует пронормировать:

pε(u) = 
exp ψ(u)

+∞

∫
–∞

exp ψ(t) dt
.

Нулевая гипотеза (“нормальность”) заключается в том, что ошибки в ли-
нейной регрессии Y по X распределены нормально. Нормальное распределе-
ние является пирсоновским распределением с параметрами c1 = 0, c2 = 0:

H0: c1 = 0, c2 = 0   ⇒    ε ~ N(0, c0) (при c0 = σ 2) .
Логарифмическая функция правдоподобия есть логарифм плотности

распределения. Для i-го наблюдения:

#i = ψ(Yi
 – Xi

 ββββ) – ln
+∞

∫
–∞

exp ψ(t) dt.

Найдем вклад в градиент i-го наблюдения при выполнении нулевой ги-
потезы.

∂!i
∂ββββ = – 

∂ ψ
∂ε

 Xi = – 
c1 – ei

 c2 ei
2 – c1 ei + c0

 Xi.




∂!i

∂ββββ
 
H0

 = 
εi
c0

 Xi = 
1

σ 2εiXi.

Производные по параметрам ck пирсоновского распределения равны
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∂!i
∂ ck

 = 
∂ ψ
∂ ck

 – 

+∞

∫
–∞

∂ ψ(t)
∂ck

 exp ψ(t) dt

+∞

∫
–∞

exp ψ(t) dt
 = 

∂ ψ
∂ck

 – 
+∞

∫
–∞

 ∂
 ψ(t)
∂ck

 pε(t)dt =

= 
∂ ψ
∂ck

 –E(
∂ ψ
∂ck

)  (k = 0, 1, 2).

Чтобы их вычислить, нужно вычислить производные функции ψ(.) по ck

(k = 0, 1, 2). Достаточно найти их при нулевой гипотезе:



∂ ψ(u)

∂c0

 
H0

 = 
1

c0
2 

u
∫
 

 t dt = 
u2

2σ 4.



∂ ψ(u)

∂c1
 
H0

= 
1
c0

 
u
∫
 
 dt – 

1
c0

2 
u
∫
 

 t2 dt = 
u

σ 2 – 
u3

3σ 4.



∂ ψ(u)

∂c2

 
H0

= 
1

c0
2 

u
∫
 

 t3dt = 
u4

4σ 4.

Математические ожидания этих производных как функций от εi равны

E(


∂ ψ(εi)

∂c0

 
H0

) = E(
εi

2

2σ 4) = 
1

2σ 2,

E(


∂ ψ(εi)

∂c1
 
H0

) = E(
εi

σ 2 – 
εi

3

3σ 4) = 0,

E(


∂ ψ(εi)

∂c1
 
H0

) = E(
εi

4

4σ 4) = 
3
4.

Подставим найденные выражения в градиент логарифмической функции
правдоподобия, введя обозначение ε*i = εi /σ:

G0
0 i = 




∂!i

∂ c0

 
H0

= 
1

2σ 4
 (εi

2
 – σ 2) = 

1
2σ 2

 (ε*i
2

 – 1),

G10 i = 



∂!i

∂ c1
 
H0

=  
εi

σ 2 – 
εi

3

3σ 4 =  
1

3σ (3ε*i – ε*i
3),

G2
0 i = 




∂!i

∂ c2

 
H0

=  
εi

4

4σ 4 – 
3
4 =  

1
4

 (ε*i
4

 – 3).

В тех же обозначениях

Gββββ
0 i = 




∂!i

∂ββββ
 
H0

 = 
1
σ ε*iXi.
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Найдем информационную матрицу, учитывая, что моменты стандартно-
го нормального распределения (η ~ N(0,1)) равны

E(η  k) = 


  0, k — нечетное
 1⋅3⋅...⋅(k – 1), k — четное ,

E(η4) = 3, E(η  6) = 15, E(η  8) = 105.
Информационная матрица для i-го наблюдения:

E(Gββββ
0 i

TGββββ
0 i) = 

1
σ 2Xi

TXi Eε*i
2  = 

1
σ 2

 Xi
TXi.

E(G0
0 i

 Gββββ
0 i) = 0T, E(G2

0 iG
ββββ
0 i) = 0T,

E(G10 iG
ββββ
0 i) = 

1
3σ 2 (3Eε*i

2
 – Eε*i

4)Xi = 
1

3σ 2 (3 – 3)Xi = 0T,

E((G0
0 i)

2
 ) = 

1
4σ 4

 (Eε*i
4

 – 2Eε*i
2

 + 1) = 
1

4σ 4 (3 – 2 + 1) = 
1

2σ 4,

E(G0
0 i

 G10 i) = 0, E(G10 i
 G2

0 i) = 0,

   E((G10 i)
2
 ) = 

1
9σ 2

 (Eε*i
6

 – 6Eε*i
4

 + 9Eε*i
2) = 

1
9σ 2

 (15 – 6⋅3 + 9) = 
2

3σ 2,

E(G0
0 iG

2
0 i) = 

1
8σ 2

 (Eε*i
6

 – Eε*i
4

 – 3Eε*i
2 + 3) =

= 
1

8σ 2
 (15 – 3 – 3 + 3) = 

3
2σ 2.

E((G2
0 i)) = 

1
16

 (Eε*i
8

 – 6Eε*i
4

 + 9) = 
1
16

 (105 – 6⋅3 + 9) = 6.

Просуммируем по всем наблюдениям и составим блок информационной
матрицы, относящийся к c. Поскольку информационная матрица блочно-ди-
агональная между c и ββββ, то для нахождения интересующей нас статистики
достаточно этого блока:

%%%% 
сс = N 









1

2σ 4  0  
3

2σ 2 

 0  
2

3σ 2  0 

 
3

2σ 2  0  6 

 .

Обратная матрица:

(%%%% 
сс)

–1
  = 

1
N 







8σ 4  0  – 2σ 2 

 0  
3
2σ 2  0 

 – 2σ 2  0  
2
3 

 .
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Тест множителя Лагранжа равен LM = g*c
T(%%%%'* cc)–1

 g*c и распределен асим-

птотически как χ2 с 2-мя степенями свободы. Градиенты здесь равны (e*i —
нормированные остатки)

g*c = 









 0 

 
1

3σ 
 

∑
 

 i(3e*i – e*i
3) 

 
1
4

 
 

∑
 

 i(e*i
4

 – 3) 

 .

Поэтому

LM = 
1

6N (
 

∑
 

 i(3e*i – e*i
3))2 + 

1
24N

  (
 

∑
 

 i(e*i
4

 – 3))2.

Два слагаемых, составляющих эту статистику, асимптотически незави-
симы, и каждое распределено как χ2(1). Первое слагаемое представляет со-
бой тест на асимметрию, а второе — тест на эксцесс. Эту же статистику
можно получить и с помощью других семейств распределений. Здесь мы
опять сталкиваемся с локально эквивалентными альтернативами.

Точно такой же подход может быть использован в других моделях с
нормально распределенными ошибками. Авторы теста Жарк и Бера (Jarque,
Bera), применили этот подход к пробиту и моделям с усеченной и цензури-
рованной зависимой переменной.
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Регрессия с ошибками во всех переменных
В классической регрессионной модели ошибка содержится в единствен-

ной переменной — той, которая стоит в левой части (зависимой перемен-
ной). Рассмотрим более общий случай.

Пусть имеется матрица ненаблюдаемых исходных переменных X =
(X1,..., XM), X = {Xij }, i = 1, ..., N,  j = 1, ..., M. Эти переменные связаны между
собой линейной зависимостью: Xββββ = 0. Требуется оценить коэффициенты ββββ.
Наблюдаются только переменные Y, которые представляют собой перемен-
ные X измеренные с ошибками:

Yj = Xj + εεεεj.
Предполагается, что ошибки некоррелированы для разных номеров на-

блюдений, но ошибки, относящиеся к наблюдениям с одним и тем же номе-
ром i коррелированы, причем матрица ковариаций Ω точно известна. Для
того, чтобы можно было воспользоваться методом максимального правдопо-
добия, делаем предположение, что ошибки распределены нормально.

Логарифмическая функция правдоподобия равна

# = – 
N
2 ln |Ω| – 

1
2 

 

∑
i

 EiΩ–1
 Ei

 T+ const → max 
X, ββββ

где Ei = Yj – Xj — i-я строка матрицы остатков.
Максимизируем функцию правдоподобия при ограничении Xββββ = 0.
Задачу максимизации можно записать с помощью лагранжиана:

L = – 
1
2 Tr((Y – X) Ω–1

 (Y – X)T) – λTXββββ =

=  – 
1
2 Tr(Y Ω–1

 Y T) + Tr(X Ω–1
 Y T) – 

1
2 Tr(X Ω–1

 X T) – λTXββββ.

∂L
∂X = Ω–1

 Y T – Ω–1
 X T– ββββλT = 0.

Используем
∂ Tr(AB)

∂A  = B
∂ Tr(ABAT)

∂A  = 2BAT ∂ Tr(xTBy)
∂A  = yxT.

Отсюда получим выражение для X:
X = Y – λββββTΩ.

Если домножить это уравнение на ββββ и вспомнить, что Xββββ = 0, то
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Yββββ =  λββββTΩ ββββ, ⇒   λ = 
1

 ββββ TΩ ββββ Yββββ.

Подставим эти соотношения в функцию правдоподобия и получим кон-
центрированную функцию правдоподобия (“концентрированный лагранжи-
ан”):

# c
  = – 

1
2 Tr(λββββTΩ Ω–1

 
 ΩββββλT) = – 

1
2 Tr(λTλ ββββTΩ ββββ) = – 

1
2 λTλ ββββTΩ ββββ =

= – 
1
2 

ββββTY TYββββ
 ββββ TΩ ββββ

Таким образом, нахождение максимума правдоподобия равносильно
минимизации следующей функции:

ϕ = 
ββββTY TYββββ
 ββββ TΩ ββββ  → minββββ

Условие первого порядка для минимума:
∂ϕ
∂ββββT = 2 

1
 ββββ TΩ ββββ Y TYββββ – 2 

ββββTY TYββββ
 (ββββ TΩ ββββ)2 Ω ββββ = 0

⇒   (Y TY –
ββββTY TYββββ
ββββ TΩ ββββ  Ω) ββββ = 0

или (Ω–1
 Y TY –

ββββTY TYββββ
ββββ TΩ ββββ ) ββββ = (Ω–1

 Y TY – ϕ) ββββ = 0.

Таким образом, ϕ должно быть собственным числом матрицы Ω–1
 Y TY, а

ββββ — ее собственным вектором. Проверим, что эти два условия не противоре-
чат друг другу. Пусть ββββk — некоторый собственный вектор, ϕk — соответст-
вующее собственное число этой матрицы:

(Ω–1
 Y TY – ϕk)ββββk = 0.

Покажем, что ϕk = ββββ
TY TYββββ

 ββββ TΩ ββββ .

Домножим слева на ββββk
TΩ:

ββββk
TY TYββββk – ϕk

 ββββk
T Ω ββββk = 0.

Отсюда получаем требуемое равенство.
Поскольку требуется минимизировать ϕ, то нужно выбрать минимальное

собственное число ϕmin. Оценкой вектора коэффициентов ββββ"   будет соответст-
вующий собственный вектор ββββmin. Отсюда получаем оценки для матрицы ис-
ходных переменных X:
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X = Y – λββββ"  TΩ = Y – 
1

 ββββ"  TΩ ββββ"  Yββββ"  ββββ"  TΩ = Y(I – 
1

 ββββ"  TΩ ββββ"  ββββ
"  ββββ"  TΩ).

В частном случае, когда ошибка имеется только в первой переменной

Ω = 






 σ 2  0T 

 0  O  .

Нужно минимизировать величину

ϕ = 
ββββ TY TYββββ
 σ 2 (β1)2 = (Y1 + 

1
 σ β1

 Y(1) ββββ(1))T(Y1 + 
1

 σ β1
 Y(1) ββββ(1)).

где Y(1)  — матрица Y без первого столбца, ββββ(1) — вектор ββββ без первого эле-

мента. Если обозначить Y(  = Y1,  X(  = Y(1), ββββ(  = ββββ(1)  то получим ОМНК:

(Y(  – X(ββββ()T(Y(  – X(ββββ() → min
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Внешне не связанные регрессионные уравнения
Пусть есть k = 1,...,K регрессионных уравнений и соответствующие вы-

борки одинаковой длины  i = 1,...,N:
Yk = Xk

 ββββk + εεεεk,  k = 1,...,K.
Предполагается, что коэффициенты ββββk в разных уравнениях не связаны

между собой какими-либо ограничениями, т.е. уравнения независимы с точ-
ки зрения коэффициентов, но существует связь с точки зрения ошибок на-
блюдений с одним и тем же номером i. Т.е. соответствующая корреляцион-
ная матрица не является диагональной, причем все элементы этой матрицы
неизвестны. Ошибки, относящиеся к наблюдениям с разными номерами,
считаются независимыми.

В экономике такое может быть если наблюдения относятся к одному и
тому же периоду времени. В этом случае “одновременные” ошибки могут
быть сильно коррелированны (как прибыль предприятий из-за экономиче-
ского цикла). Еще один пример — регрессии, относящиеся к мужьям и же-
нам.

Если обозначить

Y =  









Y 
1

 ' 

Y 
K

  X = 









X1  0  %  0 

 0  X2    ' 

 '    &  ' 

 0  %  %  XK 

  ββββ =  









ββββ 
1

 ' 

ββββ 
K

 εεεε =  









εεεε 
1

 ' 

εεεε 
K

 ,

тогда модель можно переписать в более компактном виде:
Y = X ββββ + εεεε.

Пусть остатки k-й регрессии равны ek(ββββk) = Yk – Xk
 ββββk .

Составим матрицу E (β), столбцами которой являются ek:
Eki = Yki – Xki

 βki.
Строки матрицы E будем обозначать Ei.
Предположение модели об ошибках состоит в том, что “одновременные”

ошибки коррелированны, а “разновременные” — нет. Таким образом,
E(εki εli) = ωkl     и    E(εki εls) = 0 (i ≠ s)

или, в матричной записи,
E (Ei(ββββ0) Ei(ββββ0)T) = ΩΩΩΩ   и   E (Ei(ββββ0) Es(ββββ0)T) = 0 (i ≠ s).

Составим из ошибок вектор-столбец по другому:
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εεεε° = 













 ε 

11 
 ' 

 ε 
K1 

 ' 
 ε 
1N 

 ' 
 ε KN

 =  









ET

1(ββββ
 
0)

 ' 

 ET
N(ββββ 

0)
 ,

где ошибки, относящиеся к одному и тому же наблюдению i стоят рядом.
Ковариационная матрица этого вектора ошибок является блочно-

диагональной и равна

V° = E (εεεε° Tεεεε°) = 









 ΩΩΩΩ  0  %  0 

 0  ΩΩΩΩ    ' 

 '    &  ' 

 0  %  %  ΩΩΩΩ 

 .

Обратная к ней тоже блочно-диагональная и равна

V° –1 = 









 ΩΩΩΩ–1

   0  %  0 
 0  ΩΩΩΩ–1

     ' 

 '    &  ' 

 0  %  %  ΩΩΩΩ–1
  

 .

Если использовать символ Кронекера, то можно записать ковариацион-
ную матрицу не переставляя наблюдения:

V = E(εεεεTεεεε) = ΩΩΩΩ⊗ IN

(в этих обозначениях V° = IN ⊗  ΩΩΩΩ), где IN — единичная матрица N×N. Анало-
гично

V –1  = ΩΩΩΩ–1
 ⊗ IN.

Чтобы оценить модель, мы должны указать распределение ошибок.
Предполагаем, как обычно, что ошибки имеют нормальное распределение.

ββββ и ΩΩΩΩ — неизвестные параметры модели.
Так же как и из ошибок, составим один вектор-столбец и из остатков:

e(ββββ) =   









e 

1(ββββ)

 ' 

 e 
K(ββββ)

 , e°(ββββ) =   









ET

1(ββββ)

 ' 

 ET
N(ββββ)

 



72

Логарифмическая функция правдоподобия равна

# = – 
1
2 ln |V | – 

1
2 eTV –1

 e + const =

= – 
1
2 ln |V°  | – 

1
2 e° TV°  –1

 e°+ const → max 
 ββββ, ΩΩΩΩ

# = – 
N
2 ln |ΩΩΩΩ| – 

1
2 

N
∑

i =1
EiΩΩΩΩ–1

 Ei
 T+ const =

= –
N
2 ln |ΩΩΩΩ| – 

1
2 Tr (E ΩΩΩΩ–1

 E T) + const.

В максимуме правдоподобия производная по ΩΩΩΩ–1
  равна нулю:

∂!

∂ ΩΩΩΩ–1
 

 = 
N
2

 ΩΩΩΩ – 
1
2

 E TE = 0.

Откуда получаем ΩΩΩΩ(ββββ) = 
1
N E(ββββ)TE(ββββ).

При дифференцировании мы использовали правила
∂ ln|A|
∂A–1

 
 = AT   и 

∂ Tr(ABC)
∂B  = CA.

Подставим ΩΩΩΩ(ββββ) в #(.), чтобы получить концентрированную функцию
правдоподобия:

# с
  = –

N
2 ln |ΩΩΩΩ(ββββ)| – 

1
2 Tr (E ΩΩΩΩ(ββββ)–1

 E T) = –
N
2 ln |ΩΩΩΩ(ββββ)| – 

1
2 Tr (E TE ΩΩΩΩ(ββββ)–1

 ) =

= –
N
2 ln |ΩΩΩΩ(ββββ)| – Tr (IK) = –

N
2 ln |ΩΩΩΩ(ββββ)| – 

NK
2 .

Задача # с
 → max 

ββββ  эквивалентна задаче

|ΩΩΩΩ(ββββ)| → min 
ββββ    или

|E(ββββ)TE(ββββ)|→ min 
ββββ .

Выражение 
1
N

 |E(ββββ)TE(ββββ)| получило название обобщенной дисперсии .

Найдем условия первого порядка максимума концентрированной функ-
ции правдоподобия.

∂
∂βk

 
j

 ln|ΩΩΩΩ(ββββ)|  = Tr (ΩΩΩΩ(ββββ)–1
 

  ∂
∂βk

 
j

 ΩΩΩΩ(ββββ)).

Здесь мы используем, что
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ds(A)
 dt  = Tr(

∂ s
∂A 

dA
 dt),

где s(A) — скалярная функция от матрицы A, а также что
∂ ln|A|

∂A  = A–1
 .

∂
∂βk

 
j

 ΩΩΩΩ(ββββ) = 
∂

∂βk
 
j

 (
1
N ETE) = 

2
N ET ∂E

∂βk
 
j
 = – 

2
N ET(0,...,0,Xk

 
j,0,...,0) =

= – 
2
N (0,...,0, ETXk j,0,...,0).

Поэтому,

Tr (ΩΩΩΩ(ββββ)–1
 

  ∂
∂βk

 
j

 ΩΩΩΩ(ββββ)) = – 
2
N ΩΩΩΩ(ββββ)–1

k ETXk
 
j,

где ΩΩΩΩ(ββββ)–1
k  — k-я строка матрицы ΩΩΩΩ(ββββ)–1

 .

Отсюда
∂

∂ββββk
 
 ln|ΩΩΩΩ(ββββ)|  = – 

2
N ΩΩΩΩ(ββββ)–1

k ETXk = – 2 (ETE)–1
k ETXk.

Получим условия первого порядка:
(E(ββββ)TE(ββββ))–1

k E(ββββ)TXk = 0.

Эта система уравнений нелинейна относительно ββββ. Один из возможных
способов решения состоит в использовании последовательности вспомога-
тельных регрессий. Он основан на том, что эти уравнения для оценок МП ββββ"
(хотя показать это технически сложно) эквивалентны уравнениям

ββββ"k
* = (Xk

*TXk
*)–1

 Xk
*TYk ,

где Xk
* = (Xk, E(ββββ") 

–k),  E(ββββ") 
–k — матрица остатков всех уравнений, кроме k-го.

То есть в каждую регрессию надо добавить остатки из других регрессий.
Оценки вычисляются итеративно, начиная, например, с оценок ОМНК.

Стандартные ошибки полученных в результате итераций уравнений надо
скорректировать: вычислять не на основе суммы квадратов остатков из
вспомогательной регрессии, а на основе суммы квадратов исходных остат-
ков, т. е. ek(ββββ")Tek(ββββ") = (Yk –Xk

 ββββ")T(Yk –Xk
 ββββ").

В частном случае, когда регрессоры во всех уравнениях одни и те же,
оценки МП для коэффициентов ββββ совпадут с оценками ОМНК. Различие бу-
дет только в оценке ковариационной матрицы ошибок ΩΩΩΩ . Если в условии
первого порядка
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(E(ββββ)TE(ββββ))–1
k E(ββββ)TXk = 0

взять Xk = X0 ∀ k, то должно выполняться (E(ββββ)TE(ββββ))–1
 E(ββββ)TX0 = 0, откуда

следует, что E(ββββ)TX0 = 0, то есть ek(ββββ)TX0 = 0 — в каждом уравнении остатки
ортогональны матрице регрессоров X. А это и есть условие минимума суммы
квадратов в соответствующем уравнении.

Как и в любой модели обобщенного метода наименьших квадратов ин-
формационная матрица параметров ββββ вычисляется по формуле

%%%% N
ββββββββ = X TV –1

 X,

т.е.
%%%% N

ββββββββ  = X T(ΩΩΩΩ–1
 ⊗ IK) X.

Другой подход к вычислению оценок МП состоит в использовании ите-
ративного обобщенного МНК.

ΩΩΩΩt
  = 
1
N E(ββββt

 )
TE(ββββt

 ).

ββββt+1
  = (X T((ΩΩΩΩt

 )
–1
 ⊗ IK)X)–1

  X T((ΩΩΩΩt
 )

–1
 ⊗ IK)Y.

При использовании этого метода приходится иметь дело с матрицами
большой размерности.
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Системы одновременных уравнений
Пусть Y — матрица (N × m) эндогенных переменных, X — матрица

(N × k) экзогенных переменных. Предполагается, что они связаны между со-
бой m уравнениями:

Y ΓΓΓΓ = X B + E.
Здесь ΓΓΓΓ — квадратная невырожденная матрица (m × m) и B (k × m) —

матрицы коэффициентов.
Такое представление системы одновременных уравнений называют

структурной формой. Коэффициенты здесь можно определить только с точ-
ностью до множителей. Если каждое уравнение пронормировать, то изме-
нятся только неизвестные параметры в ΓΓΓΓ,  B и матрице ковариаций ошибок.
Один из способов нормировки заключается в том, чтобы взять диагональные
элементы матрицы ΓΓΓΓ равными 1:

ΓΓΓΓ ll=1,  l = 1,...,m.
Предполагается кроме того, что часть коэффициентов в матрицах ΓΓΓΓ и  B

могут быть равны нулю. Если оставить в уравнениях только неизвестные не-
нулевые коэффициенты, то можно переписать их в виде

Yl = Y–
 
l γγγγl + Xlββββl + εεεεl, l = 1,...,m.

В каждом уравнении в левой части остается только одна эндогенная пе-
ременная, имеющая тот же номер, что и уравнение. Остальные эндогенные
переменные с ненулевыми коэффициентами перенесены в правую часть. Y–

 
l

— составленная из них матрица. Xl — это экзогенные переменные с ненуле-
выми коэффициентами.

Систему одновременных уравнений можно записать также в приведен-
ной форме, где каждая эндогенная переменная представлена как функция
только экзогенных переменных:

Y = X ΠΠΠΠ + U.
Структурной форме соответствует ограниченная приведенная форма, на-

зываемая так потому, что на коэффициенты накладываются ограничения ΠΠΠΠ =
B ΓΓΓΓ –1 , так что:

Y = X ΠΠΠΠ + U = X B ΓΓΓΓ –1 + EΓΓΓΓ –1 .

Если ограничения не учитываются, то имеем неограниченную приведен-
ную форму. Неограниченная приведенная форма представляет собой систему
внешне не связанных уравнений с одной и той же матрицей регрессоров во
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всех уравнениях. Таким образом, коэффициенты в ней можно оценить с по-
мощью ОМНК.

Рассмотрим два подхода к оцениванию системы одновременных уравне-
ний методом максимального правдоподобия.

FIML
Метод максимального правдоподобия, использующий полную информа-

цию, (full information maximum likelihood) называется так, потому что он ис-
пользует всю информацию об ограничениях, в том числе информацию о том,
что часть коэффициентов равна нулю и ΠΠΠΠ = B ΓΓΓΓ –1 .

Для применения ММП предположим, что Ei ~ NID(0, ΩΩΩΩ), то есть ошибки
имеют нормальное распределение; ошибки, относящиеся к одному и тому же
номеру наблюдения i коррелированы с матрицей ковариаций ΩΩΩΩ, а относя-
щиеся к наблюдениям с разными номерами — некоррелированы.

Матрицы ΓΓΓΓ, B , ΩΩΩΩ нужно оценить. Функция правдоподобия для i-го на-
блюдения равна

#i"= – 
m
2  ln 2π – 

1
2 ln |Ω | – 

1
2 Ei Ω–1

 Ei
T.

Заменим Ei на Yi
 ΓΓΓΓ – Xi

 B, при этом в функцию правдоподобия нужно до-
бавить якобианный член, соответствующий преобразованию Yi в Ei. Якобиан
этого преобразования равен

J = 
dYi
dEi

 = ΓΓΓΓ.

Таким образом, якобианный член равен
ln (abs| ΓΓΓΓ |).

Просуммируем функции правдоподобия отдельных наблюдений:

#"= ∑
 

 
i
 #i"= – 

Nm
2  ln 2π + N ln (abs| ΓΓΓΓ |) – 

N
2 ln |Ω | –

– 
1
2 ∑

 

 
i Ei(ΓΓΓΓ, B) Ω–1

 Ei(ΓΓΓΓ, B)T.

Концентрируем функцию правдоподобия по Ω. В максимуме
∂!

∂ ΩΩΩΩ–1
 

 = 
N
2

 ΩΩΩΩ – 
1
2

 ∑
 

 
i
 Ei

TEi
 = 

N
2

 ΩΩΩΩ – 
1
2

 E TE =0.

Отсюда имеем:
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ΩΩΩΩ(ΓΓΓΓ, B) = 
1
N (YΓΓΓΓ – X B)T(YΓΓΓΓ – X B).

Концентрированная функция правдоподобия равна

# c
 "=  N ln (abs| ΓΓΓΓ |) – 

N
2 ln |(YΓΓΓΓ – X B)T(YΓΓΓΓ – X B) | + const.

Можно переписать ее в другом виде:

# c
 "=  – 

N
2 ln | 

1
 | ΓΓΓΓ |2 

 (YΓΓΓΓ – X B)T(YΓΓΓΓ – X B) | + const =

=  – 
N
2 ln | (Y – X BΓΓΓΓ –1 )T(Y – X BΓΓΓΓ –1 ) | + const.

Последнее выражение совпадает с концентрированной по матрице кова-
риаций функцией правдоподобия для ограниченной приведенной формы.
Причина этого заключается в том, что структурная и ограниченная приве-
денная формы являются только различными способами записи одной и той
же модели.

Методы оценивания систем одновременных уравнений довольно гро-
моздки. Хорошие результаты дает применение метода Ньютона, но выраже-
ние для гессиана имеет довольно сложный вид.

Опишем здесь один из возможных методов, который имеет интуитивно
понятную интерпретацию, и который несложно реализовать в виде компью-
терной программы.

“Очищенные” от ошибок переменные Y можно определить как
Y"  = X BΓΓΓΓ –1 .

Матрица соответствующих остатков
U"  =Y – Y"  =Y – X B ΓΓΓΓ –1 .

Используя эти обозначения, уравнения системы
Yl = Y–

 
l γγγγl + Xlββββl + εεεεl

можно переписать в виде
Yl – U" –

 
lγγγγl = Y" –

 
l γγγγl + Xlββββl + εεεεl,

где Y" –
 
l — это “очищенные” переменные Y–

 
l, и U" –

 
l = Y–

 
l – Y" –

 
l. Если рассмат-

ривать в этих уравнениях U" –
 
lγγγγl и Y" –

 
l как известные, то получаем систему

внешне не связанных регрессионных уравнений. Все случайные компоненты
как бы переносятся в левую часть регрессионных уравнений, так как если
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переменные Y" –
 
l вычисляются на основании состоятельных оценок парамет-

ров ΓΓΓΓ и B, то они асимптотически некоррелированы с ошибками.
К этим уравнениям можно применить один из итеративных методов

оценивания внешне не связанных регрессий. Величины U" –
 
lγγγγl и Y" –

 
l вычисля-

ются на основании оценок параметров ΓΓΓΓ и B, полученных на предыдущих
итерациях. Как можно показать, этот алгоритм сходится к оценкам макси-
мального правдоподобия.

После того, как получены оценки FIML, интересно сравнить структур-
ную форму с неограниченной приведенной формой: Y = X ΠΠΠΠ + U.

Как уже говорилось, неограниченную форму можно оценить, применяя
ОМНК к каждому уравнению, т. е., ΠΠΠΠ"  = (X TX) X TY, только в качестве оценки
ковариационной матрицы ошибок следует взять

ΩΩΩΩ"  = 
1
N U(ΠΠΠΠ" )TU(ΠΠΠΠ" ) = 

1
N (Y – X ΠΠΠΠ" )T(Y – X ΠΠΠΠ" )

= 
1
N Y T(I – X (X TX) X T)Y = 

1
N Y TMX Y.

Логарифмическая функция правдоподобия в максимуме для ограничен-
ной и неограниченной модели равна соответственно

!"= – 
N
2 ln | (Y – XB"ΓΓΓΓ"  –1 )T(Y – XB"ΓΓΓΓ"  –1 ) | + const

и !*= – 
N
2 ln |Y TMX Y | + const.

Константа в обеих формулах одна и та же и равна – 
Nm
2  ln 2π + 

N
2 lnN.

Статистика отношения правдоподобия, равная LR = 2(!* – !") имеет рас-

пределение χ2 с числом степеней свободы равным количеству ограничений.
Этот тест называется тестом на сверхидентифицирующие ограничения.

Поскольку неограниченную форму оценивать легче, то имеет смысл ис-
пользовать ее для проверки различных гипотез. Если ограничения выполне-
ны, то оценивая неограниченную модель мы теряем в эффективности, но
оценки все же будут состоятельными. Удобно проверять таким образом рег-
рессию на автокорреляцию остатков, гетероскедастичность, функциональ-
ную форму.
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LIML
Метод максимального правдоподобия, использующий ограниченную

информацию, (limited information maximum likelihood) предназначен для оце-
нивания одного уравнения из системы одновременных уравнений. Осталь-
ные уравнения оцениваются только в той степени, в какой это требуется для
оценивания первого уравнения. Первое уравнение оценивается в структур-
ной форме, а остальные — в неограниченной приведенной (тем самым, ис-
пользуется не вся имеющаяся информация):

Y1 – Y–1
 γγγγ1 = X1ββββ1 + εεεε1,

Y–1 = X1 B1+ X–1
 B–1+ E–1.

Здесь Y1 — “зависимая” переменная в первом уравнении, Y 
–1

 — другие

эндогенные переменные, входящие в первое уравнение, X1 — экзогенные пе-
ременные, входящие в первое уравнение, X 

–1 — остальные экзогенные пере-
менные системы.

Удобно рассматривать данную систему уравнений как структурную
форму с ограничениями на матрица ΓΓΓΓ и B.

Обозначим

Y = (Y1, Y–1), X = (X1, X–1), γγγγ = 






 1 

 –γγγγ1
.

MX = I – X (X TX)–1
 X T,  M1 = I – X1(X1TX1)–1

 X1T.

Задача нахождения оценок максимального правдоподобия сводится к
задаче нахождения наименьшего дисперсионного отношения:

γγγγ TYTMXYγγγγ
γγγγ TYTM1Yγγγγ → min 

γγγγ

Условие первого порядка минимума:

2 1
γγγγ TYTM1Yγγγγ YTM1Yγγγγ  – 2 γγγγ TYTMXYγγγγ

(γγγγ TYTM1Yγγγγ)2 YTMXYγγγγ = 0.

⇒  (YTM1Y – 
γγγγ TYTMXYγγγγ
γγγγ TYTM1Yγγγγ

 YTMXY)γγγγ = 0.

Отсюда следует, что ϕ = 
γγγγ TYTMXYγγγγ
γγγγ TYTM1Yγγγγ — собственное число матрицы

YTM1Y (YTMXY)–1
 , а YTMXY γγγγ — соответствующий собственный вектор. По-

скольку удобно искать собственные числа симметричной матрицы, то лучше
взять матрицу



80

(YTMXY)
– 1/2
 YTM1Y (YTMXY)

– 1/2
 ,

которая имеет те же собственные числа.
Таким образом, метод наименьшего дисперсионного отношения сводит-

ся к задаче отыскания минимального собственного числа вещественной
симметричной матрицы.
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