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О среднем значении лестничного момента
для случайных блужданий с малым сносом

Получены теоремы об асимптотическом поведении математического
ожидания времени первого достижения неотрицательной полуоси для слу-
чайного блуждания, у которого снос стремится к нулю. Предполагается,
что распределение скачков случайного блуждания принадлежит области
притяжения устойчивого закона с показателем α ∈ (1, 2).
Библиография: 8 наименований.

Пусть {ξ0n}, n � 1, – последовательность независимых одинаково распреде-
ленных случайных величин, E ξ01 = 0, F (x) = P (ξ01 < x), и пусть при x → ∞

F (−x) =
a+ o(1)
xα

L(x), 1 − F (x) =
b+ o(1)
xα

L(x), (1) {1}

где L(x) – медленно меняющаяся функция, 1 < α < 2, a � 0, b � 0, a+ b > 0.
Известно (см., например, [1]), что последнее условие эквивалентно тому, что

распределение F принадлежит области притяжения устойчивого распределе-
ния Fα, т. е. для последовательности S0

n = ξ01 + · · ·+ ξ0n, n � 1, выполняется

P
(
S0

n

Bn
−An < x

)
→ Fα(x), (2) {2}

где An и Bn – подходящие числовые последовательности. Нетрудно видеть,
что при E ξ01 = 0 можно положить An = 0, и тогда предельный устойчивый
закон будет также иметь нулевое математическое ожидание.
Вообще говоря, устойчивые распределения образуют семейство, зависящее

от четырех параметров. Пусть ψ(t) – логарифм характеристической функции
устойчивого распределения. Известны различные представления для ψ(t); да-
лее будет удобно пользоваться следующим из них (см. [1]): при α ∈ (1, 2)

ψ(t) = itγ − λ|t|α exp
{
−i πt

2|t| β(2 − α)
}
. (3) {3}

Здесь −1 � β � 1, λ > 0 и γ – любое вещественное число. В рассматриваемом
случае γ = 0, а число λ без ограничения общности можно считать равным
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единице. Число β известным образом определяется из (1). Будем в дальнейшем
использовать обозначение Fα = Fα,β.
Пусть ξn = ξ0n+ε, Sn = S0

n+nε, где ε > 0 – малое число. Введем лестничные
моменты

η− = inf{n � 1: Sn < 0}, η+ = inf{n � 1: Sn � 0}

(здесь полагаем η+ = ∞, если Sn < 0 при всех n и η− = ∞, если все Sn � 0)
и лестничные высоты χ± = Sη± . Для события {η− = ∞} величину χ− бу-
дем считать неопределенной. Обозначим q = P(η− < ∞). Известно, что
E η+ = (1 − q)−1 (ниже в доказательстве теоремы 1 содержится обоснование
этого соотношения). При ε → 0 эта величина может неограниченно возрас-
тать: E η+ = ∞, если E ξ1 = 0 (см. обсуждение этой ситуации в работе [2], где
также доказана оценка сверху для E η+ в более общих условиях по сравнению
с ограничениями, приведенными в настоящей работе). Для рассматриваемой
схемы результат из [2] имеет вид: при любом сколь угодно малом δ > 0 су-
ществует постоянная C = C(δ) такая, что E η+ � C/εθ−1+δ, где для краткости
обозначено θ = α/(α−1). Кроме того, в работе [2] приведена просто получаемая
оценка снизу:

E η+ � E ξ+1
ε

,

где ξ+1 = max(0, ξ1).
Целью настоящей статьи является исследование асимптотического поведе-

ния E η+ при ε→ 0 в условиях, введенных выше. Обозначим p = Fα,β(0).
{t1}

Теорема 1. Пусть выполнено условие (1); тогда

E η+ = ε−θp(1+o(1)), ε→ 0.
{rem1}

Замечание 1. Пусть γ = 0 и λ = 1 в представлении (3). Для этого случая
в [3] найдено значение величины p:

p =
1
2

(
1 − β(2 − α)

α

)
.

Отсюда сразу же следует, что αp � 1, поскольку 2(1−αp) = (1 + β)(2−α) � 0.
Таким образом, θp � θ− 1, и это неравенство указывает на то, что содержаща-
яся в [2] оценка сверху имеет, вообще говоря, завышенный порядок роста.

Доказательство теоремы 1. Пусть при |z| � 1, Reμ = 0

R±(z, μ) = 1 −E
(
zη± exp{μχ±}; η± <∞)

.

Эти функции являются компонентами известной факторизации (см., напри-
мер, [4])

1 − zϕ(μ) = R+(z, μ)R−(z, μ),
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где ϕ(μ) = E eμξ1 . Полагая в данном тождестве z = 1, придем к соотношению

R−(1, μ) =
1 − ϕ(μ)
R+(1, μ)

.

Устремим μ → 0 и воспользуемся затем тождеством Вальда; тем самым полу-
чим равенства

1 − q =
ε

Eχ+
= (E η+)−1.

Далее, при |z| < 1, Reμ = 0 справедливо известное представление

R−(z, μ) = exp
{
−

∞∑
n=1

zn

n
E

(
exp{μSn}; Sn < 0

)}
.

Поэтому

E η+ = (1 − q)−1 = R−1
− (1, 0)

= lim
z→1

exp
{ ∞∑

n=1

zn

n
P(Sn < 0)

}
= exp

{ ∞∑
n=1

P(S0
n < −nε)
n

}
. (4) {4}

Таким образом, необходимо рассмотреть асимптотику ряда
∞∑

n=1

P(S0
n < −nε)
n

при ε→ 0. В работе [5] установлено, что в условиях теоремы 1
∞∑

n=1

P
(|S0

n| > nε
)

n
=

α

α− 1
| log ε|(1 + o(1)

)
, ε→ 0. (5) {5}

Переход к рассмотрению односторонних уклонений P(S0
n < −nε) вместо двух-

сторонних несущественно меняет доказательство, приведенное в [5]. По этой
причине мы его повторять не будем. Для облегчения чтения отметим только,
что в доказательстве используется представление

∞∑
n=1

1
n

P(S0
n < −nε) = I1(ε) + I2(ε), (6) {6}

где

I1(ε) =
∞∑

n=1

1
n

(
P(S0

n < −nε) − Fα,β

(
− nε

Bn

))
,

I2(ε) =
∞∑

n=1

1
n
Fα,β

(
− nε

Bn

)
.

С помощью ряда оценок устанавливается, что

I1(ε) = o(| log ε|),
I2(ε) =

αp

α− 1
| log ε|(1 + o(1)

)
, ε→ 0.
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Последнее соотношение получается применением формулы Эйлера–Маклоре-
на. Этот же прием используется ниже в доказательстве теоремы 2, которое от-
личается от доказательства теоремы 1 более простым оцениванием I1(ε) (вслед-
ствие наложенного в теореме 2 дополнительного условия) и более детальным
исследованием асимптотики для I2(ε). Теорема доказана.

Теорема 1 устанавливает асимптотическое поведение logE η+. Далее мы по-
кажем, что при некоторых дополнительных условиях этот результат может
быть усилен. Обозначим

Δn = sup
x

∣∣∣∣P
(
S0

n

Bn
< x

)
− Fα,β(x)

∣∣∣∣.
Для получения оценки I1(ε) = o(| log ε|) при доказательстве теоремы 1 в рабо-
те [5] использовалась сходимость Δn → 0 при n → ∞. Для получения более
сильного результата об асимптотике E η+ нам потребуется наложить условие
на скорость сходимости Δn к нулю. Существует ряд работ, в которых устанав-
ливаются те или иные достаточные условия, обеспечивающие убывание вели-
чины Δn с нужной скоростью. Например, в [6] предложены условия в терми-
нах свойств регулярности второго порядка для функции F , при выполнении
которых Δn является правильно меняющейся функцией вида Δn = L(n)nγ

с показателем γ ∈ [−1, 0] (здесь L(n) – медленно меняющаяся функция).
{t2}

Теорема 2. Пусть дополнительно к условиям теоремы 1 сходится ряд

∞∑
n=1

Δn

n
<∞.

Тогда существует медленно меняющаяся на бесконечности функция l(x) та-
кая, что при ε→ 0

E η+ = ε−θpl(ε−1)
(
1 + o(1)

)
.

Если же L(x) ≡ const в формуле (1), то и l(x) ≡ const.

Точное выражение для функции l(x) приведено в конце доказательства тео-
ремы.

Доказательство. В силу (4) нам достаточно показать, что для некоторой
медленно меняющейся функции l(x) выполнено равенство

∞∑
n=1

1
n

P(S0
n < −nε) = −θp log ε+ log l(ε−1) + o(1).

Воспользуемся представлением (6). Вследствие условия теоремы ряд

I1(ε) =
∞∑

n=1

1
n

(
P(S0

n < −nε) − Fα,β

(
− nε

Bn

))
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сходится равномерно по ε, поэтому

lim
ε→0

I1(ε) =
∞∑

n=1

1
n

lim
ε→0

(
P(S0

n < −nε) − Fα,β

(
− nε

Bn

))

=
∞∑

n=1

1
n

(
P(S0

n < 0) − Fα,β(0)
)
,

т. е. I1(ε) = C1 + o(1). Через C,C1, C2, . . . всюду обозначаются константы (воз-
можно, разные в разных выкладках).
Рассмотрим теперь I2(ε). При оценивании этой величины мы воспользуемся

рассуждениями, приведенными в [5].
Известно, что нормирующие постоянные в (2) имеют вид Bn = cn1/αL1(n)

при соответствующем подборе константы c, L1(x) – медленно меняющаяся
функция, L1(1) = 1. Положим δ = 1 − 1/α = 1/θ. Сходимость в (2) сохранит-
ся, если L1(x) заменить на любую асимптотически эквивалентную ей медленно
меняющуюся функцию L0(x), L1(x)/L0(x) → 1 при x → ∞. Поэтому L1(x)
можно считать дифференцируемой (см. [8, п. 1.3.2]), а функцию y = xδ/L1(x) –
монотонной (см. [8, п. 1.5.3]).
Пусть Φ(x) = Fα,β(−x/c). Применение формулы Эйлера–Маклорена [7,

п. 12.2] приводит к выражению

I2(ε) =
∫ ∞

1

1
x

Φ
(

εxδ

L1(x)

)
dx+

1
2

Φ(ε) −
∫ ∞

1

P1(x) d
(

1
x

Φ
(

εxδ

L1(x)

))
, (7) {7}

где P1(x) = [x] − x+ 1/2.
Рассмотрим асимптотическое поведение каждого из трех слагаемых в правой

части (7). Для первого из них сделаем замену y = xδ/L1(x). Тогда x = g(y) =
y1/δL2(y) (см. [8, п. 1.5.7]), где L2(y) – медленно меняющаяся функция, L2(1) =
L1(1) = 1. Получаем

∫ ∞

1

1
x

Φ
(

εxδ

L1(x)

)
dx =

∫ ∞

1

g′(y)
g(y)

Φ(εy) dy =
∫ ∞

1

Φ(εy) d log g(y)

=
∫ ∞

ε

Φ(t) d log g
(
t

ε

)
= −

∫ ∞

ε

Φ′(t) log g
(
t

ε

)
dt

= −1
δ

∫ ∞

ε

Φ′(t) log t dt+
log ε
δ

∫ ∞

ε

Φ′(t) dt−
∫ ∞

ε

Φ′(t) logL2

(
t

ε

)
dt. (8) {8}

Нетрудно видеть, что при ε→ 0

∫ ∞

ε

Φ′(t) log t dt = C2 +O(ε),
∫ ∞

ε

Φ′(t) dt = −p+O(ε).

Рассмотрим последнее слагаемое в правой части (8). Если L(x) ≡ const,
то L1(x) ≡ 1 и L2(x) ≡ 1, поэтому рассматриваемый интеграл будет равен
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нулю. В общем случае имеем∫ ∞

ε

Φ′(t) logL2

(
t

ε

)
dt =

∫ ∞

ε

(
logL2

(
t

ε

)
− logL2

(
1
ε

))
Φ′(t)dt

+ logL2

(
1
ε

) ∫ ∞

ε

Φ′(t) dt =
∫ ∞

ε

Φ′(t) log
L2(t/ε)
L2(1/ε)

dt

+ logL2

(
1
ε

)(−p+O(ε)
)
. (9) {9}

Для оценки интеграла в правой части (9) воспользуемся теоремой Поттера
[8, п. 1.5.4], в силу которой найдется постоянная C3 > 1 такая, что при всех
x > 0, y > 0

L2(x)
L2(y)

� C3 max
(
x

y
,
y

x

)
.

Поэтому ∣∣∣∣
∫ ∞

ε

Φ′(t) log
L2(t/ε)
L2(1/ε)

dt

∣∣∣∣ � logC3 +
∫ 1

0+

∣∣Φ′(t)
∣∣ log(t−1) dt

+
∫ ∞

1

|Φ′(t)| log t dt <∞,

т. е. в силу теоремы о мажорируемой сходимости имеем∫ ∞

ε

Φ′(t) log
L2(t/ε)
L2(1/ε)

dt =
∫ ∞

0

Φ′(t) I[ε,∞)(t) log
L2(t/ε)
L2(1/ε)

dt→ 0

при ε→ 0.
Тем самым установлено, что для медленно меняющейся функции l1(x) =

Lp
2(x) выполнено равенство∫ ∞

ε

Φ′(t) logL2

(
t

ε

)
dt = log l1

(
1
ε

)
+ o(1).

Для второго слагаемого в правой части (7), очевидно, выполняется Φ(ε) =
p+O(ε). И наконец, рассмотрим последнее слагаемое в правой части (7):∫ ∞

1

P1(x) d
(

1
x

Φ
(

εxδ

L1(x)

))
= −

∫ ∞

1

P1(x)
1
x2

Φ
(

εxδ

L1(x)

)
dx

+
∫ ∞

1

P1(x)
1
x
dΦ

(
εxδ

L1(x)

)
. (10){10}

Первый интеграл в правой части (10) равен C4 + O(ε) в силу равномерной
по ε ограниченности функции Φ

(
εxδ/L1(x)

)
и сходимости интеграла∫ ∞

1

P1(x)
1
x2

dx.

Рассмотрим второй интеграл в правой части (10). После уже использовав-
шейся замены y = xδ/L1(x) получаем∫ ∞

1

P1(x)
1
x
dΦ

(
εxδ

L1(x)

)
=

∫ ∞

1

P1

(
g(y)

) 1
g(y)

dΦ(εy)

= ε

∫ ∞

1

P1

(
g(y)

) 1
g(y)

Φ′(εy) dy = O(ε),
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поскольку функция P1

(
g(y)

)
Φ′(εy) ограничена равномерно по ε, g(y) = y1/δL2(y)

и δ = 1 − 1/α < 1.
Таким образом, при ε→ 0 имеет место

I1(ε) + I2(ε) = −θp log ε+ log l
(

1
ε

)
+ o(1),

где

l(x) = CLp
2(x), C = exp

{
C1 − θC2 +

p

2
+ C4

}
,

C1 =
∞∑

n=1

1
n

(
P(S0

n < 0) − Fα,β(0)
)
, C2 =

∫ ∞

0

Φ′(t) log t dt,

C4 = p

∫ ∞

1

P1(t)
1
t2
dt.

Проводя несложные вычисления, получим

C4 = p

(
C0 − 1

2

)
,

где C0 = 0.5772 . . . – постоянная Эйлера, т. е. в итоге имеем

C = exp{C1 − θC2 + pC0}.

Напомним, что медленно меняющаяся функция L2 определяется из соотно-
шения x = y1/δL2(y), где y = xδ/L1(x); функция L1 участвует в определении
нормирующих констант в (2): Bn = cn1/αL1(n), L1(1) = 1. Здесь L1(x) можно
считать дифференцируемой, а функцию y = xδ/L1(x) – монотонной. Теорема
доказана.

Ясно, что применение тождества Вальда Eχ+ = εE η+ дает возможность
устанавливать асимптотику также для Eχ+. Более того, мы можем получать
асимптотические оценки и для Eχs

+. Это следует из установленного в [2] (и ис-
пользуемого там) неравенства

Eχs
+ � C(E η+)s−α1+1,

которое в условиях настоящей работы имеет место при любых α1 таких, что
1 < α1 < α и α1 − 1 < s � α1.

Автор благодарен А.А. Боровкову, И. С. Борисову и С.В. Нагаеву за полез-
ные обсуждения.
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