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О ФАКТОРИЗАЦИОННЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЯХ

В ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ

БЛУЖДАНИЙ, ЗАДАННЫХ НА ЦЕПИ МАРКОВА

В. И. Лотов, Н. Г. Орлова

Аннотация. Пусть τ — некоторый момент остановки для случайного блуждания
Sn, заданного на переходах конечной цепи Маркова, а τ(t) — момент первого после τ
достижения уровня t. Доказана теорема, устанавливающая связь между двойными
преобразованиями совместных распределений (τ, Sτ ) и (τ(t), Sτ(t)). Этот резуль-
тат затем применяется для исследования числа пересечений полосы траекториями
случайного блуждания.

Ключевые слова: случайное блуждание на цепи Маркова, факторизационные
представления, граничные задачи.

1. Введение

Пусть {κn}n≥0 — конечная однородная неразложимая цепь Маркова с мно-
жеством состояний D = {1, . . . ,m} и с матрицей переходных вероятностей P =
‖pjk‖j,k∈D. Обозначим через

{
ξ
(n)
jk

}
, n ≥ 1, j, k ∈ D, не зависящее от {κn} се-

мейство независимых случайных величин, одинаково распределенных при фик-
сированных j, k.

Эволюция марковского процесса {Sn,κn}n≥0 задается начальным значени-
ем {0,κ0} и соотношением

Sn+1 = Sn + ξ(n+1)
κnκn+1

, n ≥ 0. (1)

Распределение {Sn,κn}n≥0 будет полностью определено, если заданы распреде-
ление κ0 и матрица

F (μ) =

∥∥∥∥∥∥
∞∫

−∞
eiμydP(S1 < y,κ1 = k/κ0 = j)

∥∥∥∥∥∥ = ‖pjkfjk(μ)‖, Imμ = 0,

где fjk(μ) = Eeiμξ
(n)
jk .

Случайные блуждания такого типа рассматривались в работах многих ав-
торов, см., например, [1–4] и литературу там. Оказалось, что многие результа-
ты в граничных задачах для обычных случайных блужданий и связанные с их
получением факторизационные методы могут быть перенесены на случайные
блуждания, заданные на цепи Маркова. В настоящей работе доказана теоре-
ма 1, являющаяся перенесением на процессы (1) аналогичного результата из [5],
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который был там установлен для случая m = 1, т. е. для обычных случайных
блужданий, порожденных последовательностью независимых одинаково рас-
пределенных слагаемых.

Пусть τ — марковский момент относительно последовательности {Sn}. На
множестве {τ < ∞} определим случайные величины

τ+(t) = min{n ≥ τ : Sn ≥ t}, τ−(t) = min{n ≥ τ : Sn ≤ t},
где t — произвольное вещественное число. В теореме 1 устанавливается связь
между матрицами двойных преобразований

G±
t (z, μ) = ‖E(zτ±(t) exp{iμSτ±(t)}; τ±(t) < ∞,κτ±(t) = k/κ0 = j)‖

и
G(z, μ) = ‖E(zτeiμSτ ; τ < ∞,κτ = k/κ0 = j)‖.

Формулировка теоремы приведена ниже в п. 2, поскольку она требует введе-
ния матричной факторизации и ряда новых обозначений. Полученная теорема
может использоваться при решении различных граничных задач для введен-
ного случайного блуждания. Ниже мы приведем две из них. Первая касается
нахождения двойных преобразований для совместного распределения момента
первого выхода из полосы для траекторий блуждания (1) и положения в мо-
мент этого выхода. Другая задача связана с изучением распределения числа
пересечений полосы траекториями блуждания (1). Найденные с помощью те-
оремы 1 факторизационные представления для этих двух задач содержатся в
п. 3. Отметим, что дальнейший анализ факторизационных представлений для
двойных преобразований приводит в ряде случаев к полным асимптотическим
разложениям для изучаемых распределений. Это сделано в [4] для распределе-
ний, связанных с первым выходом блуждания (1) из полосы. Асимптотические
разложения для числа пересечений полосы, полученные на основе теоремы 3,
предполагается опубликовать позже.

2. Основная теорема

Известно [1], что при |z| < 1, Im μ = 0 матричная функция E − zF (μ)
допускает каноническую факторизацию двух типов:

E − zF (μ) = Rz−(μ)Rz+(μ) = Lz+(μ)Lz−(μ),

соответственно называемую правой и левой факторизациями. Здесь E — еди-
ничная матрица. Мы будем использовать следующие представления для Rz+(μ)
и Lz−(μ), известные из [1]:

Rz+(μ) = E − ‖E(zη+eiμχ+ ; η+ < ∞,κη+ = k/κ0 = j)‖ ≡ E − ∥∥R(1)
jk (z, μ)

∥∥,
Lz−(μ) = E − ‖E(zη−eiμχ− ; η− < ∞,κη− = k/κ0 = j)‖ ≡ E − ∥∥L(1)

jk (z, μ)
∥∥.

Здесь

η+ = inf{n > 0 : Sn > 0}, η− = inf{n > 0 : Sn ≤ 0}, χ± = Sη± .

Везде предполагается, что inf ∅ =∞. Пусть h — матричная функция, каждый
элемент которой допускает при Im μ = 0 представление

hj,k(μ) =
∞∫

−∞
eiμydHj,k(y),

∞∫
−∞

|dHj,k(y)| < ∞. (2)
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Мы будем записывать это в виде

h(μ) =
∞∫

−∞
eiμydH(y),

где H(y) = ‖Hj,k(y)‖. Следуя [2], определим операторы

(Ath)(z, μ) =
[
h(μ)L−1

z−(μ)
](−∞,t]

Lz−(μ), (Bth)(z, μ) =
[
h(μ)R−1

z+(μ)
][t,∞)

Rz+(μ),

где используется обозначение⎡
⎣ ∞∫
−∞

eiμydH(y)

⎤
⎦
D

=
∫
D

eiμydH(y), D ⊂ R

(имеется в виду покомпонентное равенство). Участвующая в определении опе-
раторов функция h может также зависеть от z.

Теорема 1. При |z| < 1, Imμ = 0

G−
t (z, μ) = (AtG)(z, μ), G+

t (z, μ) = (BtG)(z, μ).

Доказательство теоремы. Воспользуемся выражениями для R−1
z+(μ),

L−1
z−(μ), известными из [1]:

R−1
z+(μ) = E +

∞∑
n=1

zn

∥∥∥∥∥∥
∞∫
0

eiμydP( max
0<m<n

Sm < Sn ≤ y,κn = k/κ0 = j)

∥∥∥∥∥∥
≡ E +

∥∥R(2)
jk (z, μ)

∥∥,

L−1
z−(μ) = E +

∞∑
n=1

zn

∥∥∥∥∥∥
0∫

−∞
eiμydP( min

0<m<n
Sm ≥ Sn, Sn ≤ y,κn = k/κ0 = j)

∥∥∥∥∥∥
≡ E +

∥∥L(2)
jk (z, μ)

∥∥.
Тогда

E(zτ+(t)eiμSτ+(t) ; τ+(t) < ∞,κτ+(t) = k/κ0 = j)

=
∞∑
n=0

zn
∞∫
t

eiμy

(
P(τ = n, Sτ ∈ dy,κn = k/κ0 = j)

+
∞∑

i1=1

zi1P(τ = n, sup
n≤m<n+i1

Sm < t, Sτ+i1 ∈ dy,κn+i1 = k/κ0 = j)

)

=
∞∑
n=0

zn
∞∫
t

eiμyP(τ = n, Sτ ∈ dy,κn = k/κ0 = j)

+
∞∑
n=0

∞∑
i1=1

zn+i1

∞∫
t

eiμyP(τ = n, sup
n≤m<n+i1

Sm < Sn+i1 , Sn+i1 ∈ dy,κn+i1 = k/κ0 = j)
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−
∞∑
n=0

∞∑
i1=1

zn+i1

∞∫
t

eiμyP(τ = n, t ≤ sup
n≤m<n+i1

Sm < Sn+i1 ,

Sn+i1 ∈ dy,κn+i1 = k/κ0 = j) ≡ T1 + T2 − T3.

Заметим, что

T1 =
∞∑

n=0

zn
∞∫
t

eiμyP(τ = n, Sτ ∈ dy,κn = k/κ0 = j) = [Gjk(z, μ)][t,∞).

Кроме того,

T2 =
∞∑
n=0

∞∑
i1=1

zn+i1

∞∫
t

eiμyP(τ = n,

sup
n≤m<n+i1

Sm < Sn+i1 , Sn+i1 ∈ dy,κn+i1 = k/κ0 = j)

=
m∑
l=1

∞∑
n=0

∞∑
i1=1

zn+i1

∞∫
t

eiμyP(τ = n, sup
n≤m<n+i1

Sm < Sn+i1 , Sn+i1 ∈ dy,κn = l,

κn+i1 = k/κ0 = j) =

⎡
⎣ m∑

l=1

⎛
⎝ ∞∑

n=0

zn
∞∫

−∞
eiμyP(τ = n, Sτ ∈ dy,κn = l/κ0 = j)

⎞
⎠

×
⎛
⎝ ∞∑

i1=1

zi1
∞∫
0

eiμyP( sup
0≤m<i1

Sm < Si1 , Si1 ∈ dy,κi1 = k/κ0 = l)

⎞
⎠
⎤
⎦

[t,∞)

=

[
m∑
l=1

Gjl(z, μ)R
(2)
lk (z, μ)

][t,∞)

.

Для анализа T3 введем на множестве {τ < ∞} случайные величины
η1 = inf{n > 0 : Sτ+n > Sτ}, χ1 = Sτ+η1 − Sτ ,

ηi = inf{n > 0 : Sτ+η1+···+ηi−1+n > Sτ+η1+···+ηi−1},
χi = Sτ+η1+···+ηi − Sτ+η1+···+ηi−1 , i ≥ 2.

Получаем

T3 =
∞∑
n=0

∞∑
i1=1

zn+i1

∞∫
t

eiμyP(τ = n,

t ≤ sup
n≤m<n+i1

Sm < Sn+i1 , Sn+i1 ∈ dy,κn+i1 = k/κ0 = j)

=
∞∑
n=0

zn
∞∫
t

eiμy

[ ∞∑
i1=1

zi1P(τ = n, Sτ ≥ t, Sτ + χ1 ∈ dy, η1 = i1,κn+i1 = k/κ0 = j)

+
∞∑

i1,i2=1

zi1+i2P(τ = n, η1 = i1, Sτ + χ1 ≥ t,
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η2 = i2, Sτ + χ1 + χ2 ∈ dy,κn+i1+i2 = k/κ0 = j) + . . .

]

=
m∑
l=1

∞∑
n=0

zn
∞∫
t

eiμy

⎡
⎣ ∞∑
i1=1

zi1
∞∫
t

P(τ = n, Sτ ∈ du,κn = l, Sτ + χ1 ∈ dy, η1 = i1,

κn+i1 = k/κ0 = j) +
∞∑

i1,i2=1

zi1+i2

∞∫
t

P(τ = n, η1 = i1, Sτ + χ1 ∈ du, η2 = i2,

Sτ + χ1 + χ2 ∈ dy,κn+i1 = l,κn+i1+i2 = k/κ0 = j) + . . .

⎤
⎦.

Используя ранее введенное обозначение

R(1)
lk (z, μ) =

∞∑
i1=1

zi1
∞∫
0

eiμyP(η1 = i1, χ1 ∈ dy,κi1 = k/κ0 = l),

получаем

T3 =
m∑
l=1

⎛
⎝[Gjl(z, μ)][t,∞) +

m∑
s=1

∞∑
n=0

∞∑
i1=1

zn+i1

∞∫
t

eiμyP(τ = n,

sup
n≤m<n+i1

< Sn+i1 , Sn+i1 ∈ dy,κn = s,κn+i1 = l/κ0 = j)

⎞
⎠R(1)

lk (z, μ)

=
m∑
l=1

⎛
⎝[Gjl(z, μ)][t,∞) +

m∑
s=1

⎛
⎝ ∞∑

n=0

zn
∞∫
t

eiμyP(τ = n, Sτ ∈ dy,κn = s, /κ0 = j)

⎞
⎠

×
⎛
⎝ ∞∑

i1=1

zi1
∞∫
0

eiμyP( sup
0≤m<i1

Sm < Si1 , Si1 ∈ dy,κi1 = l/κ0 = s)

⎞
⎠R(1)

lk (z, μ)

⎞
⎠

=
m∑
l=1

[
G(z, μ)R−1

z+(μ)
][t,∞)
jl

R(1)
lk (z, μ).

Суммируя найденные выражения, приходим к одному из утверждений теоремы.
Другое утверждение доказывается аналогично. Теорема доказана.

3. Факторизационные представления
производящих функций

1. Рассмотрим сначала задачу о выходе случайного блуждания (1) из от-
резка (или из полосы, если рассматривать траектории на плоскости). Пусть
a > 0, b > 0 — произвольные числа. Введем случайную величину

N = N(a, b) = min{n ≥ 1 : Sn /∈ (−a, b)},
равную моменту первого выхода из полосы, и пусть

Tjk(z,A) =
∞∑

n=1

znP(SN ∈ A,N = n,κn = k/κ0 = j), A ⊂ (−∞,−a] ∪ [b,∞),
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Q1(z, μ) =

∥∥∥∥∥∥
−a+0∫
−∞

eiμyTjk(z, dy)

∥∥∥∥∥∥ , Q2(z, μ) =

∥∥∥∥∥∥
∞∫
b

eiμyTjk(z, dy)

∥∥∥∥∥∥ .
Обозначим для краткости A−a = A , Bb =B.

Теорема 2. Для |z| < 1, Imμ = 0

Q1(z, μ) = (A E)(z, μ)− (A Q2)(z, μ), Q2(z, μ) = (BE)(z, μ) − (BQ1)(z, μ).

Эти соотношения доказаны в [4] методом Винера — Хопфа. Мы покажем,
что они легко следуют из теоремы 1. Рассмотрим, к примеру, второе из утвер-
ждений теоремы. Слагаемое (BE)(z, μ) (двойное преобразование над совмест-
ным распределением момента достижения уровня b и положения в этот момент)
соответствует всем траекториям, выходящим из нуля и когда-либо впервые до-
стигшим уровня b. Эти траектории делятся на траектории, впервые вышедшие
из полосы через верхнюю границу (им соответствует Q2(z, μ)), и траектории,
вышедшие из полосы через нижнюю границу, а затем достигшие уровня b — им
соответствует слагаемое (BQ1)(z, μ).

Подставляя одно из полученных соотношений в другое, приходим к тожде-
ствам

Q1(z, μ) = (A E)(z, μ)− (A BE)(z, μ) + (A BQ1)(z, μ),
Q2(z, μ) = (BE)(z, μ) − (BA E)(z, μ) + (BA Q2)(z, μ).

Эти соотношения можно использовать как основу рекуррентного процесса, что
фактически является реализацией известного принципа «включений — исклю-
чений» [6]; они явились основой для получения асимптотических разложений
вероятностей в [4].

2. Для произвольных a > 0, b > 0 рассмотрим случайные величины η(1)
n ,

η(2)
n , равные соответственно числу пересечений снизу вверх и сверху вниз полосы
−a ≤ y ≤ b на координатной плоскости точек (x, y) траекторией случайного
блуждания {(n, Sn)}∞n=0.

С помощью теоремы 1 мы получим здесь факторизационные представления
производящих функций вероятностей P

(
η
(1)
n = k/κ0 = s

)
, P
(
η
(2)
n = k/κ0 = s

)
.

Обозначим

Qi(z, k, s) =
∞∑

n=1

znP
(
η(i)
n = k/κ0 = s

)
, i = 1, 2.

Для рассматриваемого случайного блуждания определим моменты остановки
τ+
0 = τ−0 = 0, τ−i = inf

{
n ≥ τ+

i−1 : Sn ≤ −a
}
, τ+

i = inf
{
n ≥ τ−i : Sn ≥ b

}
, i ≥ 1.

Из теоремы 1 следует, что при |z| < 1, Imμ = 0∥∥E(zτ+
k exp{iμSτ+

k
}; τ+

k < ∞,κτ+
k
= l/κ0 = s

)∥∥ = ((BA )kE)(z, μ). (3)

Рассмотрим еще одну последовательность моментов остановки: ν+
0 = ν−0 = 0,

ν+
i = inf

{
n ≥ ν−i−1 : Sn ≥ b

}
, ν−i = inf

{
n ≥ ν+

i : Sn ≤ −a
}
, i ≥ 1. Тогда∥∥E(zν−

k exp{iμSν−
k
}; ν−k < ∞,κν−

k
= l/κ0 = s

)∥∥ = ((A B)kE)(z, μ). (4)

Положив μ = 0 в (3), (4), получим производящие функции вероятностей P
(
τ+
k =

i,κi = l/κ0 = s
)
, P
(
ν−k = i,κi = l/κ0 = s

)
:∥∥∥∥∥

∞∑
i=1

ziP
(
τ+
k = i,κi = l/κ0 = s

)∥∥∥∥∥ = ((BA )kE)(z, 0),
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∞∑
i=1

ziP(ν−k = i,κi = l/κ0 = s)

∥∥∥∥∥ = ((A B)kE)(z, 0).

Заметим, что

P
(
η(1)
n ≥ k,κτ+

k
= l/κ0 = s

)
=

n∑
i=1

P
(
τ+
k = i,κi = l/κ0 = s

)
,

P
(
η(2)
n ≥ k,κν−

k
= l/κ0 = s

)
=

n∑
i=1

P(ν−k = i,κi = l/κ0 = s).

Получим теперь представление для Q1(z, k, s). Имеем∥∥∥∥∥
∞∑

n=1

znP
(
η(1)
n ≥ k,κτ+

k
= l/κ0 = s

)∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

zn
n∑

i=1

P
(
τ+
k = i,κi = l/κ0 = s

)∥∥∥∥∥
= (1 + z + z2 + . . . )

∥∥∥∥∥
∞∑
i=1

ziP
(
τ+
k = i,κi = l/κ0 = s

)∥∥∥∥∥ = 1
1− z

((BA )kE)(z, 0).

Аналогично∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

znP
(
η(1)
n ≥ k + 1,κτ+

k+1
= l/κ0 = s

)∥∥∥∥∥ = 1
1− z

((BA )k+1E)(z, 0).

Отметим, что

P
(
η(1)
n = k/κ0 = s

)
=

m∑
l=1

P
(
η(1)
n ≥ k,κτ+

k
= l/κ0 = s

)

−
m∑
l=1

P
(
η(1)
n ≥ k + 1,κτ+

k+1
= l/κ0 = s

)
и, следовательно,

Q1(z, k, s) =
m∑
l=1

∥∥∥∥ 1
1− z

{((BA )kE)(z, 0)− ((BA )k+1E)(z, 0)}
∥∥∥∥
sl

.

Аналогичным образом получается представление для Q2(z, k, s). Тем самым
доказана следующая

Теорема 3. Для любых k ≥ 0 и |z| < 1

Q1(z, k, s) =
m∑
l=1

∥∥∥∥ 1
1− z

{((BA )kE)(z, 0)− ((BA )k+1E)(z, 0)}
∥∥∥∥
sl

,

Q2(z, k, s) =
m∑
l=1

∥∥∥∥ 1
1− z

{((A B)kE)(z, 0)− ((A B)k+1E)(z, 0)}
∥∥∥∥
sl

.
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