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�§«®¦¥­ë ¯¥à¢®­ ç «ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï ® ¯à®áâà ­áâ¢ å á® áª «ïà-
­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬,   â ª¦¥ ¯à¨¢¥¤¥­ë § ¤ ç¨, à¥ª®¬¥­¤ã¥¬ë¥ ¤«ï
à¥è¥­¨ï ­  ¯à ªâ¨ç¥áª¨å § ­ïâ¨ïå ¯® äã­ªæ¨®­ «ì­®¬ã  ­ «¨§ã ¨
â¥®à¨¨ äã­ªæ¨© ­  ä¨§¨ç¥áª®¬ ä ªã«ìâ¥â¥ �®¢®á¨¡¨àáª®£® £®áã¤ à-
áâ¢¥­­®£® ã­¨¢¥àá¨â¥â .

�à¥¤­ §­ ç ¥âáï ¤«ï áâã¤¥­â®¢ ¨ ¯à¥¯®¤ ¢ â¥«¥© ä¨§¨ç¥áª®£®
ä ªã«ìâ¥â .

c© �®¢®á¨¡¨àáª¨© £®áã¤ àáâ¢¥­­ë©
ã­¨¢¥àá¨â¥â, 1995

c© �.�. �«¥ªá ­¤à®¢, 2007
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�à¥¤¨á«®¢¨¥

�¥¬  \�¥®¬¥âà¨ï ¯à®áâà ­áâ¢ á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬" ¨§-
« £ ¥âáï ­  ä¨§¨ç¥áª®¬ ä ªã«ìâ¥â¥ �®¢®á¨¡¨àáª®£® £®áã¤ àáâ¢¥­­®-
£® ã­¨¢¥àá¨â¥â  ¢ à ¬ª å ªãàá  \�á­®¢ë äã­ªæ¨®­ «ì­®£®  ­ «¨§ 
¨ â¥®à¨¨ äã­ªæ¨©" ¢ ª®­æ¥ âà¥âì¥£® á¥¬¥áâà .

� íâ®© â¥¬¥ á¨áâ¥¬ â¨ç¥áª¨ à §¢¨¢ ¥âáï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï â®çª 
§à¥­¨ï ¢, ª § «®áì ¡ë, ç¨áâ®  ­ «¨â¨ç¥áª¨å á¨âã æ¨ïå. � «¨ç¨¥
â ª®© â®çª¨ §à¥­¨ï ¯®§¢®«ï¥â à ¡®â âì ¨­âã¨æ¨¨ ¨  ­ «®£¨¨, ç¥¬,
¢¨¤¨¬®, ¨ ®¡êïá­ï¥âáï è¨à®ª®¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ â ª®© £¥®¬¥âà¨ç¥áª®©
â®çª¨ §à¥­¨ï ¢ á ¬ëå à §­®®¡à §­ëå à §¤¥« å ¬ â¥¬ â¨ª¨ ¨ ä¨§¨ª¨.

�¢â®à ­ ¤¥¥âáï, çâ® ¨§ãç ï íâã â¥¬ã, áâã¤¥­âë ã¢¨¤ïâ  ­ «®-
£¨¨,   ¯®à®© | ¨ ï¢­ë¥ ¯®¢â®àë, á ­¥ª®â®àë¬¨ ¨§ãç ¢è¨¬¨áï à ­¥¥
â¥¬ ¬¨. � ¬ ®áâ �¥âáï «¨èì à ááâ ¢«ïâì  ªæ¥­âë.

� ¯à¨¬¥à, ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥ «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ¨ â ª¨¥ á¢ï-
§ ­­ë¥ á ­¨¬¨ ¯®­ïâ¨ï, ª ª «¨­¥©­ ï § ¢¨á¨¬®áâì ¢¥ªâ®à®¢, à §-
¬¥à­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢ , ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¯®¤à®¡­® ¨§ãç «¨áì ¢ ªãàá¥
\�¨­¥©­ ï  «£¥¡à  ¨  ­ «¨â¨ç¥áª ï £¥®¬¥âà¨ï" ¢ ¯¥à¢®¬ á¥¬¥áâà¥.
� ®â«¨ç¨¥ ®â íâ®£®, ­ è¥ ¨§«®¦¥­¨¥ £®¤¨âáï ¨ ¤«ï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ëå
¯à®áâà ­áâ¢.

�®­ïâ¨ï ­®à¬ë, ®âªàëâ®£® ¨ § ¬ª­ãâ®£® ¬­®¦¥áâ¢, äã­¤ ¬¥­-
â «ì­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¨ ¯®«­®âë ¯à®áâà ­áâ¢  Rn §­ ª®¬ë
á«ãè â¥«ï¬ ¯® ªãàáã ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®£®  ­ «¨§  (¢â®à®© á¥¬¥áâà). �ë
¢¢®¤¨¬ íâ¨ ¯®­ïâ¨ï ¢ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®© á¨âã æ¨¨.

�¥à ¢¥­áâ¢® �®è¨|�ã­ïª®¢áª®£®, § ¤ ç  ® ­ ¨«ãçè¥¬ ¯à¨¡«¨-
¦¥­¨¨ ¨«¨ ® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¨ ­  ª®­¥ç­®¬¥à­ë¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ,
­¥à ¢¥­áâ¢® �¥áá¥«ï, à ¢¥­áâ¢® � àá¥¢ «ï, § ¬ª­ãâ®áâì ®àâ®­®à¬¨-
à®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë ­  ¤àã£®¬ ï§ëª¥ ¨ ¢ ¡®«¥¥ ç áâ­®© á¨âã æ¨¨ ¡ë«¨
à áá¬®âà¥­ë ¢ à ¬ª å â¥¬ë \�ï¤ë �ãàì¥" ­ áâ®ïé¥£® ªãàá  ¢ ­ -
ç «¥ âà¥âì¥£® á¥¬¥áâà .

� â¥à¨ «, ¢®è¥¤è¨© ¢ ¤ ­­®¥ ¯®á®¡¨¥, âà ¤¨æ¨®­­® ¢å®¤¨â ¢
ãç¥¡­¨ª¨ ¯® äã­ªæ¨®­ «ì­®¬ã  ­ «¨§ã. �®ï¢«¥­¨¥ íâ®£® ¯®á®¡¨ï
¢ë§¢ ­® áâà¥¬«¥­¨¥¬  ¢â®à  ®¡«¥£ç¨âì à ¡®âã áâã¤¥­â®¢, ¢ë¤¥«¨âì
¨§ ®¡¨«¨ï ãç¥¡­¨ª®¢ âã (¢ ®¡é¥¬-â® ­¥¡®«ìèãî) ¬¨­¨¬ «ì­® ­¥®¡å®-
¤¨¬ãî æ¥¯®çªã «®£¨ç¥áª¨ á¢ï§ ­­ëå ¬¥¦¤ã á®¡®© ä ªâ®¢, ª®â®àë¥,
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á ®¤­®© áâ®à®­ë, à¥ «ì­® ¨§« £ îâáï ­  «¥ªæ¨ïå (¨, â¥¬ á ¬ë¬, âà¥-
¡ãîâáï ­  íª§ ¬¥­¥),   á ¤àã£®© | á®áâ ¢«ïîâ äã­¤ ¬¥­â, ¡¥§ ­ «¨-
ç¨ï ª®â®à®£® ­¥¢®§¬®¦­® íää¥ªâ¨¢­®¥ ®á¢®¥­¨¥ ¡ §®¢ëå ä¨§¨ç¥áª¨å
¤¨áæ¨¯«¨­.

�®à®âª® ¯à®ª®¬¬¥­â¨àã¥¬ ª­¨£¨, ¨á¯®«ì§®¢ ­­ë¥ ¯à¨ ­ ¯¨á -
­¨¨ ­ áâ®ïé¥£® ¯®á®¡¨ï ¨ à¥ª®¬¥­¤ã¥¬ë¥ ¤«ï ¡®«¥¥ £«ã¡®ª®£® ®§­ -
ª®¬«¥­¨ï á ¯à¥¤¬¥â®¬.

� è¥ ¨§«®¦¥­¨¥ ­ ¨¡®«¥¥ ¡«¨§ª® ª ¯à¨­ïâ®¬ã ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ãç¥¡-
­¨ª¥, ¤ ¢­® áâ ¢è¥¬ ª« áá¨ç¥áª¨¬:

1. �. �. �®«¬®£®à®¢, �. �. �®¬¨­. �«¥¬¥­âë â¥®à¨¨ äã­ªæ¨©
¨ äã­ªæ¨®­ «ì­®£®  ­ «¨§ . | �§¤. 6-¥, ¨á¯à. | �.: � ãª , 1989.

�«¥¤ãîé¨© ¯à¥ªà á­ë© á®¢à¥¬¥­­ë© ãç¥¡­¨ª, ®å¢ âë¢ ¥â ¢á¥
à §¤¥«ë ¤ ­­®£® ¯®á®¡¨ï. �§«®¦¥­¨¥ ®ç¥­ì á¦ â®¥. �¥áâ ¬¨ âà¥¡ã-
¥â ¡®«¥¥ ¢ëá®£® ãà®¢­ï  ¡áâà ªæ¨¨, ç¥¬ ¯à¨­ïâ ¢ ­ áâ®ïé¥¬ ªãàá¥.
�®¦¥â ¨á¯®«ì§®¢ âìáï ª ª § ¤ ç­¨ª.

2. �. �. �¨à¨««®¢, �. �. �¢¨è¨ ­¨. �¥®à¥¬ë ¨ § ¤ ç¨ äã­ª-
æ¨®­ «ì­®£®  ­ «¨§ . | �§¤. 2-¥, ¯¥à¥à ¡. ¨ ¤®¯. | �.: � ãª ,
1988.

�§«®¦¥­¨¥, ®à¨¥­â¨à®¢ ­­®¥ ­  ä¨§¨ª®¢, ¨ á­ ¡¦�¥­­®¥ ä¨§¨ç¥-
áª¨¬¨ ¯à¨¬¥à ¬¨, ç¨â â¥«ì ­ ©¤�¥â ¢ ª­¨£ å:

3. �. �¨¤, �. � ©¬®­. �¥â®¤ë á®¢à¥¬¥­­®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®©
ä¨§¨ª¨. �.1. �ã­ªæ¨®­ «ì­ë©  ­ «¨§: �¥à. á  ­£«. | �.: �¨à,
1978.

4. �. �¨åâ¬ ©¥à. �à¨­æ¨¯ë á®¢à¥¬¥­­®© ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ä¨§¨-
ª¨: �¥à. á  ­£«. | �.: �¨à, 1982.

�«¥¤ãîé ï ª­¨£ , ­ ¯¨á ­­ ï ¤«ï áâã¤¥­â®¢, ®¡ãç îé¨åáï ¯®
á¯¥æ¨ «ì­®áâ¨ \�à¨ª« ¤­ ï ¬ â¥¬ â¨ª ", á®¤¥à¦¨â ¨§«®¦¥­¨¥ ª ª
®á­®¢ äã­ªæ¨®­ «ì­®£®  ­ «¨§ , â ª ¨ â¥å ¥£® à §¤¥«®¢, ª®â®àë¥
­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¯à¨¬ëª îâ ª ¯à¨ª« ¤­ë¬ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï¬. �®¤¥à-
¦¨â § ¤ ç¨ ¤«ï á ¬®áâ®ïâ¥«ì­®£® à¥è¥­¨ï.

5. �. �. �à¥­®£¨­. �ã­ªæ¨®­ «ì­ë©  ­ «¨§. | �.: � ãª , 1980.
� ª ç¥áâ¢¥ ¨áâ®ç­¨ª  § ¤ ç ¨á¯®«ì§®¢ «¨áì ¢ ®á­®¢­®¬ á«¥¤ãî-

é¨¥ ª­¨£¨:
6. �. �. �­â®­¥¢¨ç, �. �. �­ï§¥¢, �. �. � ¤ë­®. � ¤ ç¨ ¨

ã¯à ¦­¥­¨ï ¯® äã­ªæ¨®­ «ì­®¬ã  ­ «¨§ã. | �¨­áª: �ëè¥©è ï
èª®« , 1978.
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7. � ¤ ­¨ï ª « ¡®à â®à­ë¬ à ¡®â ¬ ¯® ªãàáã \�ã­ªæ¨®­ «ì-
­ë©  ­ «¨§ ¨ ¨­â¥£à «ì­ë¥ ãà ¢­¥­¨ï" ¤«ï áâã¤¥­â®¢ á¯¥æ¨ «ì­®áâ¨
\¬ â¥¬ â¨ª " /�. �. �®à®£®¢æ¥¢, �. �. �¢ á¨è¥­, �. �. �®­¤à âì¥¢,
�. �. �®­áâ ­â¨­®¢. �¨¥¢: �§¤-¢® �¨¥¢áª®£® ã­-â , 1986.
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§ 1. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 

�¥¯ãáâ®¥ ¬­®¦¥áâ¢® L í«¥¬¥­â®¢ x, y, z, . . . ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯à¨à®-
¤ë ­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¨«¨ ¢¥ªâ®à­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬, ¥á«¨ ®­®
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

I. �«ï «î¡ëå ¤¢ãå í«¥¬¥­â®¢ x, y ∈ L ®¤­®§­ ç­® ®¯à¥¤¥«�¥­ âà¥-
â¨© í«¥¬¥­â z ∈ L, ­ §ë¢ ¥¬ë© ¨å áã¬¬®© ¨ ®¡®§­ ç ¥¬ë© x + y,
¯à¨ç¥¬ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢ 

1) x + y = y + x [ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì];
2) x + (y + z) = (x + y) + z [ áá®æ¨ â¨¢­®áâì];
3) ¢ L áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥­â 0, çâ® x + 0 = x ¤«ï ¢á¥å x ∈ L

[áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ­ã«ï];
4) ¤«ï ª ¦¤®£® x ∈ L áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© í«¥¬¥­â −x, çâ® x +

(−x) = 0 [áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¯à®â¨¢®¯®«®¦­®£® í«¥¬¥­â ].
[ �â¨ ç¥âëà¥ á¢®©áâ¢  ¬®¦­® ¡ë«® ¢ëáª § âì ª®à®ç¥: ¢ L ¢¢¥¤¥­ 

®¯¥à æ¨ï á«®¦¥­¨ï, ¯à¥¢à é îé ï L ¢  ¡¥«¥¢ã £àã¯¯ã.]
II. �«ï «î¡®£® ç¨á«  α ¨ «î¡®£® í«¥¬¥­â  x ∈ L ®¯à¥¤¥«�¥­ í«¥-

¬¥­â αx ∈ L, ­ §ë¢ ¥¬ë© ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ í«¥¬¥­â  x ­  ç¨á«® α,
¯à¨ç�¥¬ ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ á¢®©áâ¢ 

5) α(βx) = (αβ)x;
6) 1 · x = x;
7) (α + β)x = αx + βx;
8) α(x + y) = αx + αy.
� § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â â®£®, ª ª®© § ¯ á ç¨á¥« ¨á¯®«ì§ã¥âáï (¢á¥ ª®¬-

¯«¥ªá­ë¥ ¨«¨ â®«ìª® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥), à §«¨ç îâ ª®¬¯«¥ªá­ë¥ ¨«¨
¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ .

�à¨¬¥àë «¨­¥©­ëå ¯à®áâà ­áâ¢.
1). �à®áâà ­áâ¢  Rn ¨ Cn, á®áâ®ïé¨¥ ¨§ ¢á¥¢®§¬®¦­ëå (ã¯®-

àï¤®ç¥­­ëå) ­ ¡®à®¢ ¨§ n ç¨á¥« (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® | ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå
¨«¨ ª®¬¯«¥ªá­ëå). �«®¦¥­¨¥ ¨ ã¬­®¦¥­¨¥ ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä®à¬ã« -
¬¨

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),
α(x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn).

� íâ¨¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢ ¬¨ ¢ë ¤®áâ â®ç­® å®à®è® §­ ª®¬ë ¯® ªãàá ¬
 «£¥¡àë ¨  ­ «¨§ .
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2). �¥¯à¥àë¢­ë¥ (¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¥ ¨«¨ ª®¬¯«¥ªá­ë¥) äã­ªæ¨¨
­  ­¥ª®â®à®¬ ®âà¥§ª¥ [a, b] á ®¡ëç­ë¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ á«®¦¥­¨ï äã­ª-
æ¨© ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ¨å ­  ç¨á«  ®¡à §ãîâ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® C[a, b],
ï¢«ïîé¥¥áï ®¤­¨¬ ¨§ ¢ ¦­¥©è¨å ¢  ­ «¨§¥ ¨ ã¦¥ ¢áâà¥ç ¢è¥¥áï ¢ ¬,
­ ¯à¨¬¥à, ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ äã­ªæ¨®­ «ì­ëå àï¤®¢.

3). �à®áâà ­áâ¢® ¡ëáâà®ã¡ë¢ îé¨å äã­ªæ¨© S(Rn), á ª®â®àë¬
¢ë à ¡®â «¨, ¨§ãç ï ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥ �ãàì¥.

4). �à®áâà ­áâ¢® l2, ¢ ª®â®à®¬ í«¥¬¥­â ¬¨ á«ã¦ â ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâ¨ ç¨á¥« (¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ¨«¨ ª®¬¯«¥ªá­ëå)

x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ),

ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î
∞∑

n=1
|xn|2 < ∞, (1)

á ®¯¥à æ¨ï¬¨

(x1, x2, . . . , xn, . . . ) + (y1, y2, . . . , yn, . . . ) =
= (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn, . . . ),

α(x1, x2, . . . , xn, . . . ) = (αx1, αx2, . . . , αxn, . . . ).
ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬. �®â ä ªâ, çâ® áã¬¬  ¤¢ãå ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¥©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨å ãá«®¢¨î (1), â ª¦¥ ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
íâ®¬ã ãá«®¢¨î, ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ í«¥¬¥­â à­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ 

(a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2.

�®­¥ç­ë© ­ ¡®à í«¥¬¥­â®¢ x, y, . . . , z «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  L
­ §ë¢ ¥âáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¬,   á ¬¨ í«¥¬¥­âë | «¨­¥©­® § ¢¨á¨-
¬ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ â ª¨¥ ç¨á«  α, β, . . . , γ, ­¥ ¢á¥ à ¢­ë¥ ­ã«î,
çâ®

αx + βy + · · ·+ γz = 0.

� ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ íâ¨ í«¥¬¥­âë ­ §ë¢ îâáï «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë-
¬¨. �­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, í«¥¬¥­âë x, y, . . . , z ­ §ë¢ îâáï «¨­¥©­® ­¥§ -
¢¨á¨¬ë¬¨, ¥á«¨ ¨§ à ¢¥­áâ¢ 

αx + βy + · · ·+ γz = 0

¢ëâ¥ª ¥â, çâ® α = β = · · · = γ = 0.
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�¥áª®­¥ç­ ï á¨áâ¥¬  í«¥¬¥­â®¢ ¯à®áâà ­áâ¢  L ­ §ë¢ ¥âáï «¨-
­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬®©, ¥á«¨ «î¡ ï ¥�¥ ª®­¥ç­ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  «¨­¥©­® ­¥§ -
¢¨á¨¬ .

�á«¨ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L ¬®¦­® ­ ©â¨ n «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ëå í«¥-
¬¥­â®¢,   «î¡ë¥ n + 1 í«¥¬¥­â®¢ íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢  «¨­¥©­® § ¢¨-
á¨¬ë, â® £®¢®àïâ, çâ® L ¨¬¥¥â à §¬¥à­®áâì n. �á«¨ ¦¥ ¢ L ¬®¦­®
ãª § âì á¨áâ¥¬ã ¨§ ¯à®¨§¢®«ì­®£® ª®­¥ç­®£® ç¨á«¨ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨-
á¨¬ëå í«¥¬¥­â®¢, â® £®¢®àïâ, çâ® ¯à®áâà ­áâ¢® L ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®.

�¥£ª® ¯®­ïâì, çâ® ¢ ¯à¨¢¥¤�¥­­ëå ¢ëè¥ ¯à¨¬¥à å 2){4) ¯à®áâà ­-
áâ¢  ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë,   ¢ ¯à¨¬¥à¥ 1) | ¨¬¥îâ à §¬¥à­®áâì n.

�¥¯ãáâ®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® L′ «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  L ­ §ë¢ ¥âáï
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬, ¥á«¨ ®­® á ¬® ®¡à §ã¥â «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® ¯®
®â­®è¥­¨î ª ®¯à¥«¥«�¥­­ë¬ ¢ L ®¯¥à æ¨ï¬ á«®¦¥­¨ï ¨ ã¬­®¦¥­¨ï
­  ç¨á«®.

�­ ç¥ £®¢®àï, L′ ⊂ L ¥áâì ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ¥á«¨ ¨§ x′ ∈ L′,
y′ ∈ L′ á«¥¤ã¥â, çâ® αx′ + βy′ ∈ L′ ¯à¨ «î¡ëå ç¨á« å α, β.

�à¨¬¥àë ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢.
1). � «î¡®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L ¥áâì ¤¢  \âà¨¢¨ «ì­ëå"

¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ : ¯¥à¢®¥ á®áâ®¨â ¨§ ®¤­®£® ­ã«¥¢®£® ¢¥ªâ®à  (¨ ¯®-
íâ®¬ã ­ §ë¢ ¥âáï ­ã«¥¢ë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬), ¢â®à®¥ á®¢¯ ¤ ¥â á®
¢á¥¬ L.

2). �­®¦¥áâ¢® ¢á¥å ¬­®£®ç«¥­®¢ ­  [a, b] ¥áâì ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢
C[a, b].

3). �à®áâà ­áâ¢® ¡ëáâà®ã¡ë¢ îé¨å äã­ªæ¨© S(R) ï¢«ï¥âáï
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢ �(R).

� ¤ ç¨

1. �á¯®«ì§ãï â®«ìª®  ªá¨®¬ë «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¤®ª § âì,
çâ® ¢ «î¡®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L

 ) ­ã«¥¢®© í«¥¬¥­â ¥¤¨­áâ¢¥­¥­;
¡) ¤«ï «î¡®£® x ∈ L ¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë© í«¥¬¥­â −x ¥¤¨­áâ¢¥­¥­;
¢) ¤«ï «î¡®£® x ∈ L ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® −x = (−1) · x, â. ¥.

¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë© í«¥¬¥­â ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¨áå®¤­®£® ã¬­®¦¥­¨¥¬ ­ 
¬¨­ãá ¥¤¨­¨æã.

2. � ©â¨ à §¬¥à­®áâì «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  Mmn ¯àï¬®ã£®«ì-
­ëå ¬ âà¨æ à §¬¥à  m× n.

8



3. �® ¬­®¦¥áâ¢¥ R+ ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« (í«¥¬¥­â®¢) ¢¢¥¤¥¬
®¯¥à æ¨¨ á«¥¤ãîé¨¬ á¯®á®¡®¬. �®¤ \áã¬¬®©" í«¥¬¥­â®¢ x, y ∈ R+

¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì ¨å ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥,   ¯®¤ \¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬" í«¥¬¥­â 
x ∈ R+ ­  ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ç¨á«® α ¡ã¤¥¬ ¯®­¨¬ âì í«¥¬¥­â xα. �®ª -
¦¨â¥, çâ® ¯à¨ â ª®¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ®¯¥à æ¨© R+ ¯à¥¢à â¨«®áì ¢ «¨-
­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢®. � ©¤¨â¥ ¥£® à §¬¥à­®áâì. � ª ¢ë£«ï¤ïâ ¢ R+

\­ã«¥¢®©" ¨ \¯à®â¨¢®¯®«®¦­ë©" í«¥¬¥­âë ?
4. �ã¡®¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ l2 ¡ã¤¥¬ ­ §ë¢ âì á®¢®ªã¯­®áâì â ª¨å

¢¥ªâ®à®¢ x = (x1, x2, ..., xn, ...) ∈ l2, ª ¦¤ ï ª®®à¤¨­ â  xn ª®â®àëå
ã¤®¢«¥â¢®àï¥â ­¥à ¢¥­áâ¢ã |xn| < 1. �®ª § âì, çâ® «î¡®© ¢ë¯ãª«ë©
¬­®£®ã£®«ì­¨ª ¬®¦¥â ¡ëâì ¯®«ãç¥­ ¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï íâ®£®
ªã¡  á ¯®¤å®¤ïé¨¬ ®¡à §®¬ ¯®¤®¡à ­­®© ¤¢ã¬¥à­®© ¯«®áª®áâìî ¢ l2.
�®¦­® «¨ â ª¨¬ ¦¥ ®¡à §®¬ ¯®«ãç¨âì ªàã£ ?

§ 2. �®à¬¨à®¢ ­­ë¥ «¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 

�®à¬®© ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L ­ §ë¢ ¥âáï äã­ªæ¨®­ « [â.¥.
®â®¡à ¦¥­¨¥ ‖ · ‖ : L → [0, +∞)], ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨© á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®-
¢¨ï¬:

1) ‖x‖ ≥ 0, ¯à¨ç�¥¬ ‖x‖ = 0, â®«ìª® ¯à¨ x = 0 [¯®«®¦¨â¥«ì­ ï
®¯à¥¤¥«�¥­­®áâì ­®à¬ë];

2) ‖x+y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ ¤«ï «î¡ëå x, y ∈ L [­¥à ¢¥­áâ¢® âà¥ã£®«ì-
­¨ª ];

3) ‖αx‖ = |α|‖x‖ ¤«ï «î¡®£® x ∈ L ¨ «î¡®£® ç¨á«  α [¯®«®¦¨-
â¥«ì­ ï ®¤­®à®¤­®áâì ­®à¬ë].

�à¨¬¥àë ­®à¬.
1). � ¯à®áâà ­áâ¢¥ Rn ¨«¨ Cn «î¡ ï ¨§ á«¥¤ãîé¨å ä®à¬ã«

®¯à¥¤¥«ï¥â ­®à¬ã

‖x‖ =

√√√√
n∑

k=1
|xk|2;

‖x‖1 =
n∑

k=1
|xk|;

‖x‖0 = max
1≤k≤n

|xk|.
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2). �®à¬ã« 
‖f‖ = max

a≤t≤b
|f(t)|

§ ¤ �¥â ­®à¬ã ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ­¥¯à¥àë¢­ëå äã­ªæ¨© C[a, b].
3). � ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¡ëáâà®ã¡ë¢ îé¨å äã­ªæ¨© S(Rn) ­®à¬ã

¬®¦­® § ¤ âì á ¯®¬®éìî à ¢¥­áâ¢ 

‖f‖ =
√∫

Rn

|f(t)|2 dt.

4). � l2 ­®à¬ã § ¤ ¤¨¬ á ¯®¬®éìî à ¢¥­áâ¢ 

‖x‖ =

√√√√
∞∑

n=1
|xn|2.

�®¢®àïâ, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª xn ­®à¬¨à®¢ ­­®£® «¨-
­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  L áå®¤¨âáï ª â®çª¥ x, ¥á«¨ ‖xn − x‖ → 0 ¯à¨
n → ∞, â. ¥. ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã¥â ­®¬¥à n0 â ª®©, çâ®
¤«ï ¢á¥å n > n0 ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢® ‖xn − x‖ < ε. �¡®§­ ç¥­¨¥
¨á¯®«ì§ã¥âáï ®¡ëç­®¥: xn → x.

�®çª  x ∈ L ­ §ë¢ ¥âáï ¯à¥¤¥«ì­®© â®çª®© ¬­®¦¥áâ¢  M , ¥á«¨
áãé¥áâ¢ã¥â ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª ¬­®¦¥áâ¢  M , ®â«¨ç­ëå ®â x,
áå®¤ïé ïáï ª x.

� ¬ëª ­¨¥¬ ¬­®¦¥áâ¢  M ­ §ë¢ ¥âáï ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¬­®¦¥áâ¢ 
M ¨ ¢á¥å ¥£® ¯à¥¤¥«ì­ëå â®ç¥ª.

�­®¦¥áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï § ¬ª­ãâë¬, ¥á«¨ ®­® á®¢¯ ¤ ¥â á® á¢®¨¬
§ ¬ëª ­¨¥¬. �àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, ¬­®¦¥áâ¢® M § ¬ª­ãâ®, ¥á«¨ ¨§ â®-
£®, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª xn ¬­®¦¥áâ¢  M áå®¤¨âáï ª â®çª¥
x á«¥¤ã¥â, çâ® x ¯à¨­ ¤«¥¦¨â M .

�­®¦¥áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï ¯«®â­ë¬, ¥á«¨ ¥£® § ¬ëª ­¨¥ á®¢¯ ¤ ¥â
á® ¢á¥¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬.

�à®áâà ­áâ¢® ­ §ë¢ ¥âáï á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬, ¥á«¨ ¢ ­�¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â
¯«®â­®¥ áç�¥â­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢®. [� ¯®¬­¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® ­ §ë¢ -
¥âáï áç�¥â­ë¬, ¥á«¨ ®­® ¤®¯ãáª ¥â ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥
­  ¬­®¦¥áâ¢® ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« (¨ ¢ íâ®¬ á¬ëá«¥ ­¥ ®ç¥­ì ®¡è¨à-
­®). �§ ªãàá   ­ «¨§  ¢ë §­ ¥â¥, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® à æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥«
áç�¥â­®,   ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« | ­¥ áç�¥â­®.]
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�® á¨å ¯®à ­ è¥ ¨§«®¦¥­¨¥ á«¥¤®¢ «® ¤¥¢¨§ã \¢á�¥ íâ® ¢ë ¨ â ª
§­ ¥â¥, ®¡à â¨â¥ «¨èì ¢­¨¬ ­¨¥ ­  â®, çâ® â¥ ¦¥ ¯®­ïâ¨ï à ¡®â îâ ¨
¢ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¬ á«ãç ¥". �¥©ç á ¬ë ¢ ¯¥à¢ë© à § áâ®«ª­�¥¬áï á
á¨âã æ¨¥©, ª®â®à ï ­¥ ¨¬¥¥â  ­ «®£®¢ ¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ á«ãç ¥. �àã-
£®© ¯à¨¬¥à â ª®£® à®¤  ¯à¨¢¥¤�¥­ ¢ § ¤ ç¥ 8.

�à¨¬¥à ­¥§ ¬ª­ãâ®£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ . �®¤¯à®áâà ­áâ¢®
¯à®áâà ­áâ¢  C[0, 2π], á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å ¬­®£®ç«¥­®¢, ­¥§ ¬ª­ãâ®.

� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯ãáâì f(x) = sin x. �®£« á­® ä®à¬ã«¥ �¥©«®à  á
®áâ â®ç­ë¬ ç«¥­®¬ ¢ ä®à¬¥ � £à ­¦  ¬®¦¥¬ § ¯¨á âì

f(x) = f(0) + f ′(0)
1! x + · · ·+ f (n)(0)

n! xn + f (n+1)(ξ)
(n + 1)! xn+1,

£¤¥ ξ ∈ [0, 2π]. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ Pn(x) áã¬¬ã ¯¥à¢ëå n + 1 ç«¥­®¢ ¢
¯à ¢®© ç áâ¨ íâ®© ä®à¬ã«ë. �®£¤  Pn(x) ¥áâì ¬­®£®ç«¥­ áâ¥¯¥­¨ n,
¯à¨ç�¥¬

‖f − Pn‖ = sup
x∈[0,2π]

| sin x− Pn(x)| ≤

≤ sup
x,ξ∈[0,2π]

∣∣∣∣
xn+1

(n + 1)!
dn+1

dξn+1 sin ξ

∣∣∣∣ ≤
(2π)(n+1)

(n + 1)! → 0

¯à¨ n →∞, â. ª. an/n! → 0 ¯à¨ n →∞, ¤«ï «î¡®£® a > 0.
�ª®­ç â¥«ì­® ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì Pn «¥¦¨â ¢ ¯®¤-

¯à®áâà ­áâ¢¥ ¬­®£®ç«¥­®¢, áå®¤¨âáï (ª äã­ªæ¨¨ sin x), ­® ¯à¥¤¥«ì-
­ ï äã­ªæ¨ï ­¥ «¥¦¨â ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¬­®£®ç«¥­®¢. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ­¥§ ¬ª­ãâ®.

�®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª xn ­®à¬¨à®¢ ­­®£® «¨­¥©­®£® ¯à®-
áâà ­áâ¢  L ­ §ë¢ ¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ε > 0
áãé¥áâ¢ã¥â ­®¬¥à n0 â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å m,n > n0 ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à -
¢¥­áâ¢® ‖xm − xn‖ < ε.

�¥á«®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¢áïª ï áå®¤ïé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
ï¢«ï¥âáï äã­¤ ¬¥­â «ì­®©. �¡à â­®¥ ­¥ ¢á¥£¤  ¢¥à­®. � ¯à¨¢¥¤�¥­-
­®¬ ¢ëè¥ ¯à¨¬¥à¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì Pn äã­¤ ¬¥­â «ì­  (å®âï ¡ë
¯®â®¬ã, çâ® áå®¤¨âáï). �® ¥á«¨ ¡ë ¬ë à ¡®â «¨ ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥ ¬­®£®ç«¥­®¢, § ¡ë¢ ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ ®¡ê¥¬«îé¥£® ¯à®-
áâà ­áâ¢  C[0, 2π], â® ®­  ­¥ ¡ë«  ¡ë áå®¤ïé¥©áï: ¨­ ç¥ ã ­¥�¥ ¡ë«®
¡ë ¤¢  ¯à¥¤¥«  | á¨­ãá ¨ ­¥ª®â®àë© ¬­®£®ç«¥­, çâ® ­¥¢®§¬®¦­®.
�à¨ç¨­  íâ®£® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢  ¢ â®¬, çâ® ¬ë ¨§ \å®à®è¥£®" ¯à®áâà ­-
áâ¢  C[0, 2π] ¢ë¡à®á¨«¨ ç áâì äã­ªæ¨©, â ª çâ® ¢ ®áâ ¢è¥©áï ç áâ¨
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®¡à §®¢ «¨áì \¤ëàª¨" ®¤­®© ¨§ ª®â®àëå ¨ ï¢«ï¥âáï á¨­ãá. �é�¥ ¡®-
«¥¥ ­ £«ï¤­®¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ® ¯à®áâà ­áâ¢ å, ¢ ª®â®àëå ­¥ ¢áïª ï
äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì áå®¤¨âáï ¤ �¥â ¬­®¦¥áâ¢® à -
æ¨®­ «ì­ëå ç¨á¥«, à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¥ ª ª ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® R1.

\�¥¤ëàï¢ë¥" ¯à®áâà ­áâ¢  ­ ¨¡®«¥¥ ã¤®¡­ë ¢ à ¡®â¥. �®íâ®¬ã
¤«ï ­¨å ¯à¨¤ã¬ ­ á¯¥æ¨ «ì­ë© â¥à¬¨­: «¨­¥©­®¥ ­®à¬¨à®¢ ­­®¥
¯à®áâà ­áâ¢® L ­ §ë¢ îâ ¯®«­ë¬, ¥á«¨ ¢áïª ï ¥£® äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì áå®¤¨âáï.

� ¤ ç¨
5. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ «¨­¥©­®¬ ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢áï-

ª ï áå®¤ïé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­¤ ¬¥­â «ì­ .
6. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ «¨­¥©­®¬ ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢áï-

ª ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¨¬¥¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® ¯à¥¤¥« .
7. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢áïª ï áå®¤ïé ïáï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ®£à -

­¨ç¥­ . [�£à ­¨ç¥­­ë¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¬­®¦¥áâ¢®, á®¤¥à¦ é¥¥áï ¢ è à¥
­¥ª®â®à®£® ª®­¥ç­®£® à ¤¨ãá .]

8. �®ª ¦¨â¥, çâ® è à ¥¤¨­¨ç­®£® à ¤¨ãá  ¢ l2 á®¤¥à¦¨â ¡¥á-
ª®­¥ç­® ¬­®£® ¯®¯ à­® ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®âªàëâëå è à®¢ à ¤¨ãá √

2/4. [�âªàëâë¬ è à®¬ à ¤¨ãá  r á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ x «¨­¥©­®£®
­®à¬¨à®¢ ­­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  L ­ §ë¢ ¥âáï á®¢®ªã¯­®áâì â¥å â®ç¥ª
y ∈ L, ¤«ï ª®â®àëå á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­áâ¢® ‖x− y‖ < r.]

9. � áá¬®âà¨¬ ¯à®áâà ­áâ¢® ¢á¥å ®£à ­¨ç¥­­ëå ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì-
­®áâ¥© x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ëå ç¨á¥« á ®¯¥à æ¨ï¬¨

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn),
α(x1, x2, . . . , xn) = (αx1, αx2, . . . , αxn).

¨ ­®à¬®©
‖x‖ = sup

n
|xn|.

�®ª ¦¨â¥, çâ® ®­® ­¥ ï¢«ï¥âáï á¥¯ à ¡¥«ì­ë¬.

§ 3. �¥¡¥£®¢áª¨¥ äã­ªæ¨®­ «ì­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢ 

�ãáâì X ∈ Rn, 1 ≤ p < +∞. �¥¡¥£®¢áª¨¬ äã­ªæ¨®­ «ì­ë¬
¯à®áâà ­áâ¢®¬ Lp(X) ­ §ë¢ ¥âáï á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ¢¥é¥áâ¢¥­­®-
§­ ç­ëå (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® | ª®¬¯«¥ªá­®-§­ ç­ëå) ¨§¬¥à¨¬ëå ¯® �¥-
¡¥£ã äã­ªæ¨© f : X → R (á®®â¢¥âáâ¢¥­­® | f : X → C), â ª¨å, çâ®
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|f |p ¨­â¥£à¨àã¥¬  ­  X, â.¥.
∫

X

|f(x)|p dx < +∞.

�¨á«®

‖f‖Lp(X) =
{∫

X

|f(x)|p dx

}1/p

(2)

­ §ë¢ ¥âáï ­®à¬®© äã­ªæ¨¨ f ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lp(X).
�¡áã¤¨¬ ­ ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­ë¥ ¤«ï ¯®á«¥¤ãîé¥£® ¨§«®¦¥­¨ï á¢®©-

áâ¢  «¥¡¥£®¢áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢.
1). (�¥à ¢¥­áâ¢® ��¥«ì¤¥à ). �ãáâì p > 1, q > 1, 1/p+1/q = 1

¨ f ∈ Lp(X), g ∈ Lq(X). �®£¤  fg ∈ L1(X) ¨ ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®
‖fg‖L1(X) ≤ ‖f‖Lp(X)‖g‖Lq(X), â. ¥.

∫

X

|f(x)g(x)| dx ≤
{∫

X

|f(x)|p dx

}1/p {∫

X

|g(x)|q dx

}1/q

.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥à ¢¥­áâ¢  ��¥«ì¤¥à  ¡ã¤¥â ¤ ­® ¢ á«¥¤ãîé¥¬
¯ à £à ä¥,   §¤¥áì ¬ë ¯à®¤®«¦¨¬ ¯¥à¥ç¨á«¥­¨¥ á¢®©áâ¢ «¥¡¥£®¢áª¨å
¯à®áâà ­áâ¢.

2). (�¥à ¢¥­áâ¢® �¨­ª®¢áª®£®). �á«¨ p ≥ 1 ¨ f, g ∈ Lp(X),
â® f + g ∈ Lp(X), ¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ­¥à ¢¥­áâ¢® ‖f + g‖Lp(X) ≤
‖f‖Lp(X) + ‖g‖Lp(X), â. ¥.
{∫

X

|f(x) + g(x)|p dx

}1/p

≤
{∫

X

|f(x)|p dx

}1/p

+
{∫

X

|g(x)|p dx

}1/p

.

�à¨áâã¯ ï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ­¥à ¢¥­áâ¢  �¨­ª®¢áª®£®, § ¬¥â¨¬,
çâ® ¯à¨ p = 1 ®­® ®ç¥¢¨¤­®. �á«¨ p > 1, â® ¬®¦¥¬ ­ ¯¨á âì

∫

X

|f(x) + g(x)|p dx ≤

≤
∫

X

|f(x) + g(x)|p−1|f(x)| dx +
∫

X

|f(x) + g(x)|p−1|g(x)| dx.

� ©¤�¥¬ ¯®«®¦¨â¥«ì­®¥ ç¨á«® q ¨§ ãá«®¢¨ï 1/p + 1/q = 1 ¨ ¯à¨-
¬¥­¨¬ ­¥à ¢¥­áâ¢® ��¥«ì¤¥à  ª ª ¦¤®¬ã ¨§ ¨­â¥£à «®¢, áâ®ïé¨å ¢
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¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥© ä®à¬ã«ë. �®£¤ 
∫

X

|f(x) + g(x)|p dx ≤

≤
{∫

X

|f(x) + g(x)|q(p−1) dx

}1/q {∫

X

|f(x)|p dx

}1/p

+

+
{∫

X

|f(x) + g(x)|q(p−1) dx

}1/q {∫

X

|g(x)|p dx

}1/p

=

=
{∫

X

|f(x) + g(x)|p dx

}1/q [‖f‖Lp(X) + ‖g‖Lp(X)
]
.

�®á«¥¤­¥¥ à ¢¥­áâ¢® §¤¥áì ­ ¯¨á ­® ¢ á¨«ã â®£®, çâ® q(p− 1) = p.
� §¤¥«¨¢ ­ ç «ì­ë© ¨ ª®­¥ç­ë© ç«¥­ë ¯®«ãç¥­­®£® ­¥à ¢¥­áâ¢ 

­  {∫

X

|f(x) + g(x)|p dx

}1/q

¨ ãçâï, çâ® 1− 1/q = 1/p, ¯®«ãç¨¬
{∫

X

|f(x) + g(x)|p dx

}1−1/q

= ‖f + g‖Lp(X) ≤ ‖f‖Lp(X) + ‖g‖Lp(X),

çâ® ¨ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥à ¢¥­áâ¢  �¨­ª®¢áª®£®.
�«¥¤ãîé¥¥ á¢®©áâ¢® «¥¡¥£®¢áª¨å äã­ªæ¨®­ «ì­ëå ¯à®áâà ­áâ¢

áãé¥áâ¢¥­­® ®¯¨à ¥âáï ­  ­¥à ¢¥­áâ¢® �¨­ª®¢áª®£®:
3). �«ï «î¡®£® p ≥ 1 ¯à®áâà ­áâ¢® Lp(X) á ¢¢¥¤�¥­­®© ¢ëè¥ ­®à-

¬®© ‖ · ‖Lp(X) ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­ë¬ ­®à¬¨à®¢ ­­ë¬ ¯à®áâà ­áâ¢®¬.
�«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  § ¬¥â¨¬, çâ® ¥á«¨ f, g ∈ Lp(X), â® ¤«ï «î-

¡®£® ç¨á«  α äã­ªæ¨ï αf «¥¦¨â ¢ Lp(X) (çâ® ®ç¥¢¨¤­®), ¨ f + g
«¥¦¨â ¢ Lp(X) (¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ­¥à ¢¥­áâ¢®¬ �¨­ª®¢áª®£®). �¥®â-
à¨æ â¥«ì­®áâì ­®à¬ë ‖ · ‖Lp(X) ®ç¥¢¨¤­ . �á«®¢¨¥ \ ‖f‖Lp(X) = 0
â®«ìª® ¯à¨ f = 0" ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ á¨«ã ¯à¨­ïâ®£® ¢ â¥®à¨¨ ¨­â¥£à -
«  �¥¡¥£  á®£« è¥­¨ï, çâ® äã­ªæ¨ï f à ¢­  ­ã«î ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ X
¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ f(x) = 0 ¤«ï ¯®çâ¨ ¢á¥å x ∈ X. �¥à ¢¥­áâ¢®
âà¥ã£®«ì­¨ª  ¤«ï ­®à¬ë ‖ · ‖Lp(X) ¢ë¯®«­ï¥âáï ¢ á¨«ã ­¥à ¢¥­áâ¢ 
�¨­ª®¢áª®£®. �®«®¦¨â¥«ì­ ï ®¤­®à®¤­®áâì ­®à¬ë ‖ · ‖Lp(X) ¢¨¤­ 
­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï (2).

�®­áâàãªæ¨ï ¨­â¥£à «  �¥¡¥£  æ¥­­  ­¥ áâ®«ìª® â¥¬, çâ® ®­ 
¯®§¢®«ï¥â à áè¨à¨âì ª« áá ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå äã­ªæ¨© ¯® áà ¢­¥­¨î
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á ¨­â¥£à «®¬ �¨¬ ­  (¨§¢¥áâ­ë ¥é�¥ ¡®«¥¥ ®¡é¨¥ ª®­áâàãªæ¨¨ ¨­-
â¥£à « ), áª®«ìª® â¥¬, çâ® ¨­â¥£à « �¥¡¥£  ®¡« ¤ ¥â ­ ¨¡®«¥¥ ¥áâ¥-
áâ¢¥­­ë¬¨ ¨ ã¤®¡­ë¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨. �¤­® ¨§ ­¨å, ¯à¨­¨¬ ¥¬®¥ ­ ¬¨
¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ , â ª®¢®:

4). (�®«­®â  «¥¡¥£®¢áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢). �«ï «î¡®£® p≥1 «¨-
­¥©­®¥ ­®à¬¨à®¢ ­­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® Lp(X) ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬, ¤àã-
£¨¬¨ á«®¢ ¬¨ | ¢áïª ï äã­¤ ¬¥­â «ì­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ª-
æ¨© ¨§ Lp(X) áå®¤¨âáï ª ­¥ª®â®à®© äã­ªæ¨¨ ¨§ Lp(X) ¨«¨ | , ¥é�¥
¡®«¥¥ ¯®¤à®¡­®, ¥á«¨ fk ∈ Lp(X) ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® ε > 0 áãé¥áâ¢ã-
¥â ­®¬¥à no â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å k, l ≥ n0 ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®
‖fk − fl‖Lp(X) < ε, â® áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï f ∈ Lp(X) â ª ï, çâ®
‖fk − f‖Lp(X) → 0 ¯à¨ k →∞.

� á«ãç ¥, ª®£¤  X á®¢¯ ¤ ¥â á ®âà¥§ª®¬ ¢® ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢¥é¥áâ¢¥­-
­ëå ç¨á¥«, ¬ë ­¥®¤­®ªà â­® ¯®«ì§®¢ «¨áì á«¥¤ãîé¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ¯à¨
¨§ãç¥­¨¨ àï¤®¢ �ãàì¥. �¥©ç á ¬ë áä®à¬ã«¨àã¥¬ ¥£® ¢ ®¡é¥¬ ¢¨¤¥
¡¥§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢ .

5). (�«®â­®áâì ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå äã­ªæ¨©
¢ Lp(X)). �«ï «î¡®£® p ≥ 1 ¬­®¦¥áâ¢® ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥-
¬ëå äã­ªæ¨© ¯«®â­® ¢ Lp(X), ¨­ë¬¨ á«®¢ ¬¨ | ¤«ï «î¡®© äã­ª-
æ¨¨ f ∈ Lp(X) ¨ «î¡®£® ε > 0 ­ ©¤�¥âáï äã­ªæ¨ï fε ∈ C∞ ∩ Lp(X)
â ª ï, çâ® ‖f − fε‖Lp(X) < ε.

� á¢®©áâ¢ã 5) â¥á­® ¯à¨¬ëª ¥â ¯®á«¥¤­¥¥ ¨§ ¨­â¥à¥áãîé¨å ­ á
á¢®©áâ¢ «¥¡¥£®¢áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢, ª®â®à®¥ ¬ë â ª¦¥ ¯à¨¢¥¤�¥¬ ¡¥§
¤®ª § â¥«ìáâ¢ :

6). (�¥¯ à ¡¥«ì­®áâì «¥¡¥£®¢áª¨å ¯à®áâà ­áâ¢). �«ï «î-
¡®£® p ≥ 1 ¯à®áâà ­áâ¢® Lp(X) á¥¯ à ¡¥«ì­®, ¨­ ç¥ £®¢®àï, ¢ Lp(X)
áãé¥áâ¢ã¥â áç�¥â­®¥ ¯«®â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® äã­ªæ¨©.

� ¤ ç¨

10. �¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ãî äã­ªæ¨î ω : Rn → R ­ §ë-
¢ îâ ãáà¥¤­ïîé¨¬ ï¤à®¬ �®¡®«¥¢ , ¥á«¨ ®­  ®¡« ¤ ¥â á«¥¤ãîé¨¬¨
á¢®©áâ¢ ¬¨:

 ). ω(x) ≥ 0 ¤«ï ¢á¥å x ∈ Rn;
¡). ω(x) = 0 ¤«ï ¢á¥å x ∈ Rn â ª¨å, çâ® |x| ≥ 1;
¢).

∫
Rn ω(x) dx = 1.

�«ï äã­ªæ¨¨ f ∈ L1(Rn) ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­®£® ç¨á«  ε ®¯à¥¤¥«¨¬
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­®¢ãî äã­ªæ¨î fε : Rn → R á ¯®¬®éìî à ¢¥­áâ¢ 

fε =
∫

Rn

ω

(
y − x

ε

)
f(y) dy.

�®ª ¦¨â¥, çâ® äã­ªæ¨ï fε ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬  ¨ ‖fε−
f‖L1(Rn) → 0 ¯à¨ ε → 0. �¡à â¨â¥ ¢­¨¬ ­¨¥, çâ® â¥¬ á ¬ë¬ ¢ë ¤®ª -
§ «¨ ¯«®â­®áâì ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå äã­ªæ¨© ¢ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ L1(Rn).

11. �á¯®«ì§ãï ¯«®â­®áâì ¡¥áª®­¥ç­® ¤¨ää¥à¥­æ¨àã¥¬ëå äã­ª-
æ¨© ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L1([a, b]) ¨ â¥®à¥¬ã �¥©¥àèâà áá  ® à ¢­®¬¥à­®¬
¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ­¥¯à¥àë¢­®© äã­ªæ¨¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ¬­®£®ç«¥­ -
¬¨, ¤®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®¦¥áâ¢®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬­®£®ç«¥­®¢ á à æ¨®-
­ «ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ ¯«®â­® ¢ L1([a, b]). �®ª ¦¨â¥, çâ® ¬­®-
¦¥áâ¢®  «£¥¡à ¨ç¥áª¨å ¬­®£®ç«¥­®¢ á à æ¨®­ «ì­ë¬¨ ª®íää¨æ¨¥­-
â ¬¨ áç�¥â­®. �¡à â¨â¥ ¢­¨¬ ­¨¥, çâ® â¥¬ á ¬ë¬ ¢ë ¤®ª § «¨ á¥¯ -
à ¡¥«ì­®áâì ¯à®áâà ­áâ¢  L1([a, b]).

§ 4. �®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥à ¢¥­áâ¢  ��¥«ì¤¥à 

�­ ç «  ¤®ª ¦¥¬ ®¤­® ¢á¯®¬®£ â¥«ì­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥.
�¥¬¬ . �ãáâì p > 1, q > 1 ¨ 1/p + 1/q = 1. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå

­¥®âà¨æ â¥«ì­ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« a ¨ b á¯à ¢¥¤«¨¢® ­¥à ¢¥­-
áâ¢®

ab ≤ ap

p
+ bq

q
.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ äã­ªæ¨î

f(x) = xp

p
+ 1

q
− x,

®¯à¥¤¥«�¥­­ãî ¤«ï ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© x. �®-
áª®«ìªã f ′(x) = xp−1 − 1, â® f ′ § ­ã«ï¥âáï ¢ ¥¤¨­áâ¢¥­­®© â®çª¥ |
x = 1. �ç¨âë¢ ï, çâ®

lim
x→+0

f(x) = 1
q

> 0, lim
x→+∞

f(x) = +∞,

  f(1) = 1/p + 1/q − 1 = 0, ­ å®¤¨¬, çâ® f(x) ≥ 0 ¤«ï ¢á¥å x ≥ 0.
�®« £ ï ¢ ¯®á«¥¤­¥¬ ­¥à ¢¥­áâ¢¥ x = ab−q/p, ¯®«ãç¨¬

f(ab−q/p) = apb−q

p
+ 1

q
− ab−q/p ≥ 0
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¨«¨
ap

p
+ bq

q
≥ abq−q/p = ab.

�®á«¥¤­ïï ä®à¬ã« , ­ ¯¨á ­­ ï á ãç�¥â®¬ â®£®, çâ® q − q/p = q −
q(1− 1/q) = 1 ¨ § ¢¥àè ¥â ¤®ª § â¥«ìáâ¢® «¥¬¬ë.

�à¨áâã¯ ï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ­¥à ¢¥­áâ¢  ��¥«ì¤¥à , ¢¢¥¤�¥¬ ®¡®-
§­ ç¥­¨ï

A =
{∫

X

|f(x)|p dx

}1/p

, B =
{∫

X

|g(x)|q dx

}1/q

.

� ª ¨§¢¥áâ­®, ¨­â¥£à « �¥¡¥£  ®â ­¥®âà¨æ â¥«ì­®© äã­ªæ¨¨ à -
¢¥­ ­ã«î ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ íâ  äã­ªæ¨ï ¯®çâ¨ ¢áî¤ã à ¢­  ­ã«î.
�®íâ®¬ã ¥á«¨ A = 0, â® äã­ªæ¨ï |f |p (  §­ ç¨â | ¨ f) à ¢­ï¥âáï ­ã-
«î ¯®çâ¨ ¢áî¤ã ¢ X. �® â®£¤  ¨ äã­ªæ¨ï fg à ¢­ï¥âáï ­ã«î ¯®çâ¨
¢áî¤ã ¢ X,   §­ ç¨â |

∫

X

f(x)g(x) dx = 0.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ á«ãç ¥ A = 0 ®¡¥ ç áâ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  ��¥«ì¤¥à 
®¡à é îâáï ¢ ­®«ì ¨ ¯®íâ®¬ã ®­® á¯à ¢¥¤«¨¢®.

�«ãç © B = 0 à áá¬ âà¨¢ ¥âáï  ­ «®£¨ç­®.
�á«¨ ¦¥ A 6= 0 ¨ B 6= 0, â® ¯®¤áâ ¢¨¢ ¢ ­¥à ¢¥­áâ¢® ap/p+bq/q ≥

ab §­ ç¥­¨ï a = |f(x)|/A, b = |g(x)|/B ¨ ¯à®¨­â¥£à¨à®¢ ¢ ¯® X,
¯®«ãç¨¬

∫
X
|f(x)g(x)| dx

AB
≤

∫
X
|f(x)|p dx

pAp
+

∫
X
|g(x)|q dx

qBq
= 1

p
+ 1

q
= 1,

çâ® á â®ç­®áâìî ¤® ®¡®§­ ç¥­¨© á®¢¯ ¤ ¥â á ­¥à ¢¥­áâ¢®¬ ��¥«ì¤¥à .
� ¤ ç 

12. �ãáâì p > 1, q > 1 ¨ 1/p+1/q = 1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå
ª®¬¯«¥ªá­ëå ç¨á¥« x1, . . . , xn ¨ y1, . . . , yn á¯à ¢¥¤«¨¢ë á«¥¤ãîé¨¥
­¥à ¢¥­áâ¢® ��¥«ì¤¥à  ¤«ï áã¬¬

n∑

k=1
|xkyk| ≤

{
n∑

k=1
|xk|p

}1/p {
n∑

k=1
|yk|q

}1/q
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¨ ­¥à ¢¥­áâ¢® �¨­ª®¢áª®£® ¤«ï áã¬¬
{

n∑

k=1
|xk + yk|p

}1/p

≤
{

n∑

k=1
|xk|p

}1/p

+
{

n∑

k=1
|yk|p

}1/p

.

§ 5. �¨­¥©­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬:
¥¢ª«¨¤®¢ë ¨ ã­¨â à­ë¥

�ª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L ­ §ë¢ -
¥âáï äã­ªæ¨ï (x, y), ¯à¨­¨¬ îé ï ç¨á«®¢ë¥ §­ ç¥­¨ï, ®¯à¥¤¥«�¥­­ ï
¤«ï ª ¦¤®© ¯ àë í«¥¬¥­â®¢ x, y ∈ L ¨ ã¤®¢«¥â¢®àïîé ï á«¥¤ãîé¨¬
ãá«®¢¨ï¬:

1) ¤«ï «î¡ëå âà�¥å í«¥¬¥­â®¢ x1, x2 ¨ y ¯à®áâà ­áâ¢  L ¨ «î-
¡ëå ç¨á¥« α1, α2 á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (α1x1 +α2x2, y) = α1(x1, y)+
α2(x2, y) [«¨­¥©­®áâì áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¯® ¯¥à¢®¬ã  à£ã¬¥­-
âã];

2) ¤«ï «î¡ëå x, y ∈ L á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢® (x, y) = (y, x), £¤¥
ç¥àâ  ®§­ ç ¥â ª®¬¯«¥ªá­®¥ á®¯àï¦¥­¨¥ [íà¬¨â®¢  á¨¬¬¥âà¨ç­®áâì];

3) ¤«ï «î¡®£® x ∈ L ¨¬¥¥¬ (x, x) ≥ 0, ¯à¨ç�¥¬ (x, x) = 0 â®«ìª®
¯à¨ x = 0 [¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ®¯à¥¤¥«�¥­­®áâì áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï].

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥-
¤¥­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï ¥¢ª«¨¤®¢ë¬, ª®¬¯«¥ªá­®¥ | ã­¨â à­ë¬.

�à¨¬¥àë ¯à®áâà ­áâ¢ á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬.
1). �®à¬ã« 

(x, y) =
n∑

k=1
xkyk

§ ¤ �¥â áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å Rn ¨ Cn.
2). �®à¬ã« 

(x, y) =
+∞∑

k=1
xkyk

§ ¤ �¥â áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ l2.
3). � ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2(X) áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¬®¦¥â ¡ëâì

§ ¤ ­® ¯® ä®à¬ã«¥

(f, g) =
∫

X

f(x)g(x) dx.
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�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¢ëà ¦ ¥â ®¤­® ¨§ ¢ ¦­¥©è¨å á¢®©áâ¢ áª -
«ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï.

�¥¬¬  (­¥à ¢¥­áâ¢® �®è¨|�ã­ïª®¢áª®£®). �«ï «î¡ëå í«¥¬¥­-
â®¢ x ¨ y «¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¢ë-
¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­áâ¢®

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y).

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®¯ãáâ¨¬ á­ ç « , çâ® x ¨ y â ª®¢ë, çâ®
(x, y) ï¢«ï¥âáï ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬ ç¨á«®¬. �®£¤  ¤«ï «î¡®£® ¢¥é¥áâ¢¥­-
­®£® α ¯®«ãç¨¬

0 ≤ (x + αy, x + αy) = (x, x) + 2α(x, y) + α2(y, y).

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ª¢ ¤à â­ë© âà�¥åç«¥­ ®â ¯¥à¥¬¥­­®© α, áâ®ïé¨© ¢
¯à ¢®© ç áâ¨ ¯®á«¥¤­¥© ä®à¬ã«ë, ¨¬¥¥â ­¥ ¡®«¥¥ ®¤­®£® ¢¥é¥áâ¢¥­-
­®£® ª®à­ï. �­ ç¨â ¥£® ¤¨áªà¨¬¨­ ­â ­¥¯®«®¦¨â¥«¥­, â. ¥. (x, y)2 −
(x, x)(y, y) ≤ 0, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â ­¥à ¢¥­áâ¢® �®è¨|�ã­ïª®¢áª®£®
¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®¬ á«ãç ¥.

�ãáâì â¥¯¥àì (x, y) ï¢«ï¥âáï ª®¬¯«¥ªá­ë¬ ç¨á«®¬. � ¯¨è¥¬
¥£® ¢ âà¨£®­®¬¥âà¨ç¥áª®¬ ¢¨¤¥ (x, y) = reiϕ ¨ ¢¢¥¤�¥¬ ¢ à áá¬®âà¥-
­¨¥ ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë© ¢¥ªâ®à ~x = e−iϕx. �®£¤  (~x, y) = e−iϕ(x, y) =
e−iϕeiϕr = r,   §­ ç¨â (~x, y) ï¢«ï¥âáï ¢¥é¥áâ¢¥­­ë¬ ç¨á«®¬. �®íâ®-
¬ã, ¨á¯®«ì§ãï ¤®ª § ­­ë© ¢ëè¥ ç áâ­ë© á«ãç © ­¥à ¢¥­áâ¢  �®è¨|
�ã­ïª®¢áª®£® ¨ ¯®«ì§ãïáì â¥¬, çâ® (~x, ~x) = e−iϕ(x, ~x) = e−iϕ(~x, x) =
e−iϕeiϕ(x, x) = (x, x), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

|(x, y)|2 = r2 = (~x, y)2 ≤ (~x, ~x)(y, y) = (x, x)(y, y).

�¥¬¬  ¤®ª § ­ .
�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ¢áïª®¥ «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­-

áâ¢® á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¢à é¥­® ¢ ­®à¬¨-
à®¢ ­­®¥.

�¥¬¬ . �¥«¨ç¨­  ‖x‖ =
√

(x, x) ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢ ¬¨ ­®à¬ë.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¥®âà¨æ â¥«ì­®áâì ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­ ï ®¤­®-

à®¤­®áâì äã­ªæ¨®­ «  ‖x‖ =
√

(x, x) ®ç¥¢¨¤­ë. �«¥¤ãîé¨¥ ¢ëç¨á-
«¥­¨ï, áãé¥áâ¢¥­­® ¨á¯®«ì§ãîé¨¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® �®è¨-�ã­ïª®¢áª®£®,
¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¤«ï ­¥£® ¢ë¯®«­¥­® â ª¦¥ ¨ ­¥à ¢¥­áâ¢® âà¥ã£®«ì-
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­¨ª :
‖x + y‖2 = (x + y, x + y) = (x, x) + (y, x) + (x, y) + (y, y) =

= (x, x) + 2 Re (x, y) + (y, y) ≤
≤ (x, x) + 2

√
(x, x)(y, y) + (y, y) = (‖x‖+ ‖y‖)2.

� ¬¥ç ­¨¥. �ª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ï¢«ï¥âáï äã­ªæ¨¥© ­¥¯à¥-
àë¢­®© ¯® ¯¥à¢®¬ã  à£ã¬¥­âã,   ¨¬¥­­®: ¥á«¨ xn → x, â® (xn, y) →
(x, y) ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  y.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ­¥¬¥¤«¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢  �®è¨-
�ã­ïª®¢áª®£®: |(xn, y)− (x, y)| = |(xn − x, y)| ≤ ‖xn − x‖‖y‖ → 0.

�«¥¤ãîé ï «¥¬¬  ¢ëà ¦ ¥â ¥é�¥ ®¤­® ¯®«¥§­®¥ á¢®©áâ¢® ¯à®-
áâà ­áâ¢ á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬.

�¥¬¬  (à ¢¥­áâ¢® ¯ à ««¥«®£à ¬¬ ). �á«¨ ­®à¬  ¢ «¨­¥©­®¬
¯à®áâà ­áâ¢¥ L ¯®à®¦¤¥­  áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬, â® ¤«ï «î-
¡ëå x, y ∈ L ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2, (3)

­ §ë¢ ¥¬®¥ à ¢¥­áâ¢®¬ ¯ à ««¥«®£à ¬¬ .
�®ª § â¥«ìáâ¢® ¯à®¢®¤¨âáï ¯àï¬ë¬ ¢ëç¨á«¥­¨¥¬:

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = (x + y, x + y) + (x− y, x− y) =
= (x, x + y) + (y, x + y) + (x, x− y)− (y, x− y) =
= (x + y, x) + (x + y, y) + (x− y, x)− (x− y, y) =

= (x, x) + (y, x) + (x, y) + (y, y) + (x, x)− (y, x)− (x, y) + (y, y) =
= 2‖x‖2 + 2‖y‖2.

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¯ à ««¥«®£à ¬¬¥, ¯®áâà®¥­­®¬ ­  ¢¥ªâ®à å x, y ∈
L, ¤¨ £®­ «¨ § ¤ îâáï ¢¥ªâ®à ¬¨ x+y ¨ x−y. �®íâ®¬ã à ¢¥­áâ¢® (3)
ï¢«ï¥âáï ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­ë¬ ®¡®¡é¥­¨¥¬ á«¥¤ãîé¥£® ¨§¢¥áâ­®£® ¨§
èª®«ì­®£® ªãàá  ¯« ­¨¬¥âà¨¨ ä ªâ : áã¬¬  ª¢ ¤à â®¢ ¤¨ £®­ «¥©
¯ à ««¥«®£à ¬¬  à ¢­  áã¬¬¥ ª¢ ¤à â®¢ ¤«¨­ ¢á¥å ¥£® áâ®à®­.

�®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¨ ­ ®¡®à®â, ¥á«¨ ¢ ­®à¬¨à®¢ ­­®¬ «¨­¥©-
­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® ¯ à ««¥«®£à ¬¬ , â® ¢ ­�¥¬
¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ â ª®¥ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, çâ® ¡ã¤¥â á¯à ¢¥¤«¨¢®
à ¢¥­áâ¢® ‖x‖ =

√
(x, x), â. ¥. ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥-

­¨¥, á®£« á®¢ ­­®¥ á ­®à¬®©. �­â¥à¥áãîé¨¥áï ¬®£ãâ ­ ©â¨ ¤®ª § -
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â¥«ìáâ¢® íâ®£® ä ªâ , ­ ¯à¨¬¥à, ¢ ãç¥¡­¨ª¥ �. �. �®«¬®£®à®¢  ¨
�. �. �®¬¨­ .

�à®áâà ­áâ¢® á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï £¨«ì¡¥à-
â®¢ë¬, ¥á«¨ ®­® ¯®«­® ®â­®á¨â¥«ì­® ­®à¬ë ‖x‖ =

√
(x, x).

� ¤ ç¨

13. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ã­¨â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® à -
¢¥­áâ¢®

(x, y) = 1
N

N∑

k=1
‖x + e2πik/Ny‖2e2πik/N ¯à¨ N ≥ 3.

14. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ã­¨â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® à -
¢¥­áâ¢®

(x, y) = 1
2π

∫ 2π

0
‖x + eiθy‖2eiθ dθ.

15. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ã­¨â à­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á¯à ¢¥¤«¨¢® â ª
­ §ë¢ ¥¬®¥ ¯®«ïà¨§ æ¨®­­®¥ â®¦¤¥áâ¢®

(x, y) = 1
4[(‖x + y‖2 − ‖x− y‖2)− i(‖x + iy‖2 − ‖x− iy‖2)].

16. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ C[a, b] ­¥«ì§ï ¢¢¥áâ¨ áª «ïà-
­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, á®£« á®¢ ­­®¥ á ­®à¬®© íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢ .

17. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ Lp[a, b] ¬®¦­® ¢¢¥áâ¨ áª «ïà-
­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥, á®£« á®¢ ­­®¥ á ­®à¬®© íâ®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ¥á«¨
¨ â®«ìª® ¥á«¨ p = 2.

§ 6. �à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨ �à ¬ |�¬¨¤â 
�¥ªâ®àë x ¨ y ¯à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L ­ -

§ë¢ îâáï ®àâ®£®­ «ì­ë¬¨, ¥á«¨ (x, y) = 0. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯¨èãâ
x⊥y.

�à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨ �à ¬ |�¬¨¤â  ¯®§¢®«ï¥â ¯à¥¢à â¨âì
«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ãî á¨áâ¥¬ã ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ãî. �ë
ã¦¥ ¢áâà¥ç «¨áì á ­¨¬ ¢ ªãàá¥ «¨­¥©­®©  «£¥¡àë. �â® ®¡áâ®ïâ¥«ì-
áâ¢® ¯®§¢®«ï¥â ­ ¬ áà §ã ¯¥à¥©â¨ ª ä®à¬ «ì­®¬ã ¨§«®¦¥­¨î áãâ¨
¤¥« .
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�¥®à¥¬ . �á«¨ x1, x2, . . . , xn, . . . | áç�¥â­ ï á¨áâ¥¬  «¨­¥©­®
­¥§ ¢¨á¨¬ëå ¢¥ªâ®à®¢ ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á® áª «ïà­ë¬ ¯à®-
¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L, â® ­®¢ë¥ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨

y1 = x1 z1 = y1/‖y1‖
y2 = x2 − (x2, z1)z1 z2 = y2/‖y2‖
. . . . . . . . . . . .

yn = xn −
n−1∑
k=1

(xn, zk)zk zn = yn/‖yn‖
. . . . . . . . . . . .

®¡« ¤ îâ á«¥¤ãîé¨¬¨ á¢®©áâ¢ ¬¨:
1) á¨áâ¥¬  z1, z2, . . . , zn, . . . ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­ , â. ¥. «î¡ë¥ ¤¢ 

¥�¥ ¢¥ªâ®à  ®àâ®£®­ «ì­ë ¨ ª ¦¤ë© ¢¥ªâ®à ¨¬¥¥â ¥¤¨­¨ç­ãî ¤«¨­ã;
2) ¤«ï «î¡®£® n ∈ N «¨­¥©­ ï ®¡®«®çª  ¢¥ªâ®à®¢ z1, z2, . . . , zn

á®¢¯ ¤ ¥â á «¨­¥©­®© ®¡®«®çª®© ¢¥ªâ®à®¢ x1, x2, . . . , xn.
�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®áª®«ìªã ­®à¬  ª ¦¤®£® ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ zn,

®ç¥¢¨¤­®, à ¢­  ¥¤¨­¨æ¥, â® ¤«ï ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ¯¥à¢®£® ãâ¢¥à¦¤¥-
­¨ï ¤®áâ â®ç­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® (zm, zn) = 0 ¯à¨ «î¡ëå m 6= n. �«ï
íâ®£® ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® (ym, zn) = 0 ¯à¨ «î¡ëå n < m.

� ª ª ª (y2, z1) = (x2 − (x2, z1)z1, z1) = (x2, z1)− (x2, z1)(z1, z1) =
(x2, z1) − (x2, z1) = 0, â® ­ è¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢¥à­® ¤«ï n = 1, m = 2.
�®¯ãáâ¨¬, çâ® ®­® ¢¥à­® ¤«ï ¢á¥å n < m ≤ k, £¤¥ k | ­¥ª®â®à®¥
­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®. �¡¥¤¨¬áï, çâ® ®­® ¢¥à­® ¨ ¤«ï ¢á¥å n < k + 1:

(yk+1, zn) = (xk+1 −
k∑

p=1
(xk+1, zp)zp, zn) =

= (xk+1, zn)−
k∑

p=1
(xk+1, zp)(zp, zn) = (xk+1, zn)− (xk+1, zn) = 0.

� á¨«ã ¬¥â®¤  ¬ â¥¬ â¨ç¥áª®© ¨­¤ãªæ¨¨, ¯¥à¢®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥
â¥®à¥¬ë ¤®ª § ­®.

�à¨áâã¯ ï ª ¤®ª § â¥«ìáâ¢ã ¢â®à®£® ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï â¥®à¥¬ë, ®¡®-
§­ ç¨¬ ç¥à¥§ L[w1, w2, . . . , wk], «¨­¥©­ãî ®¡®«®çªã ¢¥ªâ®à®¢ w1,
w2, . . . , wk. �®áª®«ìªã ª ¦¤ë© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ z1, z2, . . . , zn ï¢«ï¥âáï
«¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¢¥ªâ®à®¢ x1, x2, . . . , xn, â®, ®ç¥¢¨¤­®,
L[z1, z2, . . . , zn] ⊂ L[x1, x2, . . . , xn]. �à®â¨¢®¯®«®¦­®¥ ¢ª«îç¥­¨¥ ¤®-
ª ¦¥¬ á ¯®¬®éìî ¨­¤ãªæ¨¨. � §®© ¨­¤ãªæ¨¨ ¡ã¤¥â ®ç¥¢¨¤­®¥ ¢ª«î-
ç¥­¨¥ L[z1] ⊃ L[x1]. �â®¡ë á¤¥« âì è £ ¨­¤ãªæ¨¨, ¤®¯ãáâ¨¬, çâ®
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¤«ï ­¥ª®â®à®£® k á¯à ¢¥¤«¨¢® ¢ª«îç¥­¨¥ L[z1, . . . , zk] ⊃ L[x1, . . . , xk]
¨ ã¡¥¤¨¬áï, çâ® ®­® ¦¥ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¨ ¤«ï ­®¬¥à  k + 1. �«ï íâ®-
£® ¤®áâ â®ç­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® xk+1 ∈ L[z1, . . . , zk+1]. �® íâ® ­¥¯®-
áà¥¤áâ¢¥­­® ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ á«¥¤ãîé¥© ä®à¬ã«ë, ­ ¯¨á ­­®© á ãç�¥â®¬
¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ¨­¤ãªæ¨¨:

xk+1 = yk+1 +
k∑

p=1
(xk+1, zp)zp =

= ‖zk+1‖zk+1 +
k∑

p=1
(xk+1, zp)zp ∈ L[z1, . . . , zk+1].

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .
�«ï ­¥­ã«¥¢ëå ¢¥ªâ®à®¢ x ¨ y ¥¢ª«¨¤®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ¢¢¥¤�¥¬

¯®­ïâ¨¥ ã£« , ª ª â ª®£® ç¨á«  ϕ ¨§ ¨­â¥à¢ «  [0, π], ¤«ï ª®â®à®£®
¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢®

cos ϕ = (x, y)
‖x‖‖y‖ .

�á­®, çâ® x ¨ y ®àâ®£®­ «ì­ë ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ ϕ = π/2.
� ¤ ç¨

18. �à¨¬¥­ïï ¯à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨ �à ¬  | �¬¨¤â , ®à-
â®£®­ «¨§ã©â¥ ¬®­®¬ë 1,x,x2 ¨ x3 ¢ á«¥¤ãîé¨å ¯à®áâà ­áâ¢ å:

 ) ¯à®áâà ­áâ¢¥ äã­ªæ¨© f : [0, +∞) → R á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§-
¢¥¤¥­¨¥¬

(f, g) =
+∞∫

0

f(x)g(x)e−x dx;

¡) ¯à®áâà ­áâ¢¥ äã­ªæ¨© f : R→ R á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬

(f, g) =
+∞∫

−∞
f(x)g(x)e−x2

dx.

19. �à¨¬¥­¨â¥ ¯à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨ �à ¬  | �¬¨¤â  ª
¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ¬®­®¬®¢ 1, z, z2, . . . ¢ ¯à®áâà ­áâ¢ å á® á«¥¤ãî-
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é¨¬¨ áª «ïà­ë¬¨ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¬¨:

 ) (f, g) =
∫∫

|z|≤R

f(z)g(z) dxdy;

¡) (f, g) =
∫∫

C

f(z)g(z)e−|z|2 dxdy.

�¤¥áì ¯®¤à §ã¬¥¢ ¥âáï, çâ® x ¨ y ï¢«ïîâáï á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¢¥é¥-
áâ¢¥­­®© ¨ ¬­¨¬®© ç áâï¬¨ ª®¬¯«¥ªá­®£® ç¨á«  z.

20. �à¥¤¯®« £ ï, çâ® 0 < t1 < t2 < ... < tn < 1, ®àâ®­®à¬¨àã©â¥
n ªãá®ç­®|¯®áâ®ï­­ëå äã­ªæ¨©

xk(t) =
{ 1, ¥á«¨ 0 ≤ t ≤ tk;

0, ¥á«¨ tk < t ≤ 1,

(k=1,2,...,n) ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2[0, 1].
21. � ©¤¨â¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¡à §®¢ ­­®£® í«¥¬¥­â ¬¨

x1(t) ≡ 0, x2(t) ≡ sin πt, x3(t) ≡ cos πt ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
L2[−1, 1].

22. � ©¤¨â¥ ã£«ë âà¥ã£®«ì­¨ª , ®¡à §®¢ ­­®£® ¢¥ªâ®à ¬¨ x1(t) ≡
0, x2(t) ≡ t, x3(t) ≡ t2 ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2[−1, 1].

23. �«¥¤ãï �. �¨­¥àã, ®¯à¥¤¥«¨¬ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2[0, +∞) ªà¨-
¢ãî R 3 α 7→ fα ∈ L2[0, +∞), £¤¥

fα(t) =
{ 1, ¥á«¨ 0 ≤ t ≤ α;

0, ¥á«¨ t > α,

¢®§­¨ª îéãî ¯à¨ ¨§ãç¥­¨¨ ¡à®ã­®¢áª®£® ¤¢¨¦¥­¨ï. � ©¤¨â¥ ã£«ë
¬¥¦¤ã ¤¢ã¬ï å®à¤ ¬¨ ªà¨¢®© fα, ¥á«¨:

 ) å®à¤ë ¨¬¥îâ ®¡é¨© ª®­¥æ ¨ ­ ¯à ¢«¥­ë ¢ à §­ë¥ áâ®à®­ë;
¡) å®à¤ë ¨¬¥îâ ®¡é¨© ª®­¥æ ¨ ­ ¯à ¢«¥­ë ¢ ®¤­ã áâ®à®­ã.

§ 7. �à¨¡«¨¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à ¬¨ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ 
¨ ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥

�á«¨ S | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á® áª «ïà-
­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L, â® ¢¥ªâ®à x ∈ S ­ §ë¢ ¥âáï ¢¥ªâ®à®¬ ­ ¨«ãç-
è¥£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï ¤«ï ¢¥ªâ®à  y ∈ L ¯®áà¥¤áâ¢®¬ ¢¥ªâ®à®¢ ¯®¤¯à®-
áâà ­áâ¢  S, ¨«¨ ¡«¨¦ ©è¨¬ ª y ¢¥ªâ®à®¬ ¯®¤¯à®áâ à­áâ¢  S, ¥á«¨
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¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  z ∈ S ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢® ‖y − x‖ ≤ ‖y − z‖.
�àã£¨¬¨ á«®¢ ¬¨, x ∈ S ­ §ë¢ ¥âáï ¡«¨¦ ©è¨¬ ª y ¢¥ªâ®à®¬, ¥á«¨

‖y − x‖ = inf
z∈S

‖y − z‖.

�¥¬¬ . �ãáâì H | £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, S | ¥£® § -
¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ¨ ¯ãáâì y ∈ H. �®£¤  ¢ S áãé¥áâ¢ã¥â
¥¤¨­áâ¢¥­­ë© ¢¥ªâ®à x, ¡«¨¦ ©è¨© ª y.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì

d = inf
x∈S

‖y − x‖.

�ë¡¥à¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x1, x2, . . . ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ S, â ªãî, çâ®
‖y − xn‖ → d.

�à¨¬¥­¨¢ à ¢¥­áâ¢® ¯ à ««¥«®£à ¬¬  ª ¢¥ªâ®à ¬ y−xm ¨ y−xn,
¯®«ãç¨¬

‖xn − xm‖2 = ‖(y − xm)− (y − xn)‖2 =
= 2‖y − xm‖2 + 2‖y − xn‖2 − ‖2y − xm − xn‖2.

(4)

� ª ª ª S ï¢«ï¥âáï ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬, â® 1
2 (xm + xn) ∈ S,   §­ ç¨â

‖2y − xm − xn‖2 = 4‖y − xm + xn

2 ‖2 ≥ 4d2.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¥á«¨ m ¨ n ¤®áâ â®ç­® ¢¥«¨ª¨, â® ‖y−xm‖2 ≤ d2+ε
¨ ‖y − xn‖2 ≤ d2 + ε. � ãç�¥â®¬ âà�¥å ¯®á«¥¤­¨å ­¥à ¢¥­áâ¢, ¨§ (4)
¯®«ãç ¥¬ ‖xn − xm‖2 ≤ 4(d2 + ε)− 4d2 = 4ε.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x1, x2, . . . äã­¤ ¬¥­â «ì­ .
� á¨«ã ¯®«­®âë ¯à®áâà ­áâ¢  H ®­  áå®¤¨âáï ª ­¥ª®â®à®¬ã ¢¥ªâ®àã
x ∈ H. �® â ª ª ª S § ¬ª­ãâ®, â® x á®¤¥à¦¨âáï ¢ S. �®á¯®«ì§®-
¢ ¢è¨áì ¨§¢¥áâ­®© ­ ¬ ­¥¯à¥àë¢­®áâìî áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ( 
§­ ç¨â ¨ ­®à¬ë), ¯®«ãç¨¬ ‖y − x‖ = d. �¥¬ á ¬ë¬ áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥
¡«¨¦ ©è¥£® í«¥¬¥­â  ¤®ª § ­®.

�¤¨­áâ¢¥­­®áâì ¢ëâ¥ª ¥â ®¯ïâì ¦¥ ¨§ à ¢¥­áâ¢  ¯ à ««¥«®£à ¬-
¬ . � á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ x ∈ S ¨ x̃ ∈ S â ª®¢ë, çâ® d = ‖y−x‖ = ‖y−x̃‖,
â® ‖x − x̃‖2 = 2‖x − y‖2 + 2‖x̃ − y‖2 − ‖2y − x − x̃‖2 ≤ 4d2 − 4d2 = 0.
�¥¬¬  ¤®ª § ­ .

�â¬¥â¨¬, çâ® ¨§ ¤®ª § â¥«ìáâ¢  ®ç¥¢¨¤­®, çâ® ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ «¥¬-
¬ë ¢®®¡é¥ £®¢®àï ¯¥à¥áâ �¥â ¡ëâì ¢¥à­ë¬ ¤«ï ­¥¯®«­ëå ¯à®áâà ­áâ¢
H ¨ ­¥§ ¬ª­ãâëå ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ S.
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�á«¨ S | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á® áª «ïà-
­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L, â® ¢¥ªâ®à x ∈ S ­ §ë¢ ¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®©
¯à®¥ªæ¨¥© ¢¥ªâ®à  y ∈ L ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® S, ¥á«¨ ¢¥ªâ®à y − x
®àâ®£®­ «¥­ S, â.¥. ¥á«¨ y − x⊥z ¤«ï «î¡®£® z ∈ S.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® ®àâ®£®­ «ì­ ï ¯à®¥ª-
æ¨ï ¨ ¢¥ªâ®à ­ ¨«ãçè¥£® ¯à¨¡«¨¦¥­¨ï | íâ® ®¤­® ¨ â® ¦¥.

�¥¬¬ . �á«¨ S | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L ¨ y ∈ L, â® á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï
íª¢¨¢ «¥â­ë:

 ) ¢¥ªâ®à x ∈ S ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¥© ¢¥ªâ®à  y
­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® S;

¡) x ∈ S ï¢«ï¥âáï ¡«¨¦ ©è¨¬ ª y ¢¥ªâ®à®¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ 
S.

�®ª § â¥«ìáâ¢® ®á­®¢ ­® ­  ¢ëç¨á«¥­¨¨

‖y − z‖2 = (y − z, y − z) = (y − x + (x− z), y − x + (x− z)) =
= (y − x, y − x) + (y − x, x− z) + (x− z, y − x) + (x− z, x− z) =

= ‖y − x‖2 + 2 Re(y − x, x− z) + ‖x− z‖2,

(5)

á¯à ¢¥¤«¨¢®¬ ¤«ï «î¡ëå x, y, z ∈ L.
� á ¬®¬ ¤¥«¥, ¥á«¨ x ∈ S ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¥©

¢¥ªâ®à  y ­  S, â® áà¥¤­¨© ç«¥­ ¢ ¯®á«¥¤­¥© áâà®ª¥ à ¢¥­áâ¢  (5)
à ¢¥­ ­ã«î ¤«ï ¢á¥å z ∈ S ¨ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ‖y − z‖2 = ‖y − x‖2 + ‖x−
z‖2 ≥ ‖y − x‖2 ¤«ï ¢á¥å z ∈ S, â. ¥. x ∈ S ï¢«ï¥âáï ¡«¨¦ ©è¨¬ ª y
¢¥ªâ®à®¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  S.

� ­ ®¡®à®â, ¥á«¨ x ∈ S ï¢«ï¥âáï ¡«¨¦ ©è¨¬ ª y ¢¥ªâ®à®¬ ¯®¤-
¯à®áâà ­áâ¢  S, â® ¬ë §­ ¥¬, çâ® ¤«ï «î¡®£® z ∈ S äã­ªæ¨ï ¢¥é¥-
áâ¢¥­­®£® ¯¥à¥¬¥­­®£® t, ®¯à¥¤¥«�¥­­ ï ä®à¬ã«®© f(t) = ‖y−x+tz‖2,
¨¬¥¥â ¬¨­¨¬ã¬ ¯à¨ t = 0. �­ ç¨â, f ′(0) = 0. �®, á®£« á­® (5),

f ′(0) = lim
t→0

‖y − x + tz‖2 − ‖y − x‖2

t
= 2 Re(y − x, z).

�®íâ®¬ã Re(y− x, z) = 0. � ¬¥­ïï z ­  iz, ¯®«ãç ¥¬ Im(y− x, z) = 0.
�â ª, (y−x, z) = 0 ¤«ï ¢á¥å z ∈ S, â. ¥. x ∈ S ï¢«ï¥âáï ®àâ®£®­ «ì­®©
¯à®¥ªæ¨¥© ¢¥ªâ®à  y ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® S. �¥¬¬  ¤®ª § ­ .

�á«¨ S | ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á® áª «ïà-
­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L, â® á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ¢¥ªâ®à®¢ x ∈ L, ®àâ®-
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£®­ «ì­ëå ª ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã y ∈ S ®¡®§­ ç îâ á¨¬¢®«®¬ S⊥ ¨
­ §ë¢ îâ ®àâ®£®­ «ì­ë¬ ¤®¯®«­¥­¨¥¬ ª S.

�®¢®àïâ, çâ® «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® L ï¢«ï¥âáï ¯àï¬®© áã¬¬®©
á¢®¨å ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ S ¨ T , ¥á«¨ «î¡®© ¢¥ªâ®à x ∈ L ¬®¦¥â ¡ëâì, ¨ ª
â®¬ã ¦¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬, ¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¢¥ªâ®à®¢
y ∈ S ¨ z ∈ T : x = y + z.

�¥¬¬ . �ãáâì H | £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®, S | ¥£® § -
¬ª­ãâ®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®. �®£¤  H ¥áâì ¯àï¬ ï áã¬¬  S ¨ S⊥.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì y ∈ H. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ x ¡«¨¦ ©èãî
ª y â®çªã ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢  S. �®£« á­® ¯à¥¤ë¤ãé¥© «¥¬¬¥, ¢¥ªâ®à
z = y − x «¥¦¨â ¢ S⊥, çâ® ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â ¢®§¬®¦­®áâì ¯à¥¤áâ ¢¨âì
¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à ¨§ H ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë ¢¥ªâ®à®¢ ¨§ S ¨ S⊥: y =
x + z.

�â®¡ë ã¡¥¤¨âìáï ¢ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ â ª®£® à §«®¦¥­¨ï, ¤®¯ãáâ¨¬,
çâ® x + z = y = ~x + ~z, £¤¥ x, ~x ∈ S, z, ~z ∈ S⊥. �®£¤  «¥¢ ï ç áâì à -
¢¥­áâ¢  x − ~x = z − ~z ¥áâì ¢¥ªâ®à ¨§ S,   ¯à ¢ ï | ¨§ S⊥. �­ ç¨â,
(x − ~x, x − ~x) = (x − ~x, z − ~z) = 0 ¨ x = ~x. �­ «®£¨ç­® ã¡¥¦¤ ¥¬áï,
çâ® z = ~z. �¤¨­áâ¢¥­­®áâì à §«®¦¥­¨ï ¤®ª § ­ .

� ¤ ç¨
24. � ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2[−1, 1] ­ ©¤¨â¥ ®àâ®£®­ «ì­ãî ¯à®¥ªæ¨î

äã­ªæ¨¨ e−x ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, á®áâ®ïé¥¥ ¨§ ¢á¥å á¨¬¬¥âà¨ç­ëå
äã­ªæ¨©.

25. � ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2[0, 1] ­ ©¤¨â¥ ®àâ®£®­ «ì­ë¥ ¤®¯®«­¥­¨ï
ª á«¥¤ãîé¨¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ ¬:

 ) ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â x;
¡) ¬­®£®ç«¥­®¢ ®â x2;
¢) ¬­®£®ç«¥­®¢ á ­ã«¥¢ë¬ á¢®¡®¤­ë¬ ç«¥­®¬;
£) ¬­®£®ç«¥­®¢ á ­ã«¥¢®© áã¬¬®© ª®íää¨æ¨¥­â®¢;
¤) äã­ªæ¨©, à ¢­ëå ­ã«î ¯à¨ x ≤ 1/2;
¥) äã­ªæ¨©, à ¢­ëå ­ã«î ¯à¨ x = 1/2.
26. �ãáâì L | «¨­¥©­®¥ ¯à®áâà ­áâ¢® á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥-

­¨¥¬ ¨ S | ¥£® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®. �®ª ¦¨â¥, çâ®
 ) S⊥ ï¢«ï¥âáï § ¬ª­ãâë¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¢ L;
¡) (S⊥)⊥ á®¢¯ ¤ ¥â á § ¬ëª ­¨¥¬ S.
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§ 8. �à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¥ ­  ª®­¥ç­®¬¥à­®¥
¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®. �¥à ¢¥­áâ¢® �¥áá¥«ï

�®¯à®áë áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¨ ¥¤¨­áâ¢¥­­®áâ¨ ®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ª-
æ¨¨ ¢¥ªâ®à  ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¨áç¥à¯ë¢ îé¨¬ ®¡à §®¬ à áá¬®â-
à¥­ë ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥. �¤­ ª®, ¥á«¨ íâ® ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®
ª®­¥ç­®¬¥à­®, â® ® ¯à®¥ªæ¨¨ ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì ¤®¯®«­¨â¥«ì­ãî ¨­-
ä®à¬ æ¨î, çâ® ¬ë ¨ á¤¥« ¥¬ ¢ íâ®¬ ¯ à £à ä¥.

�ãáâì S | ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® ¢ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L. �¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ x1, x2, . . . , xn

®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë© ¡ §¨á ¢ S.
�¥®à¥¬ . �«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  y ∈ L ¢¥ªâ®à

x =
n∑

k=1
λkxk (6)

á ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨, ¢ëç¨á«¥­­ë¬¨ ¯® ä®à¬ã«¥ λk = (y, xk), ï¢«ï¥â-
áï ®àâ®£®­ «ì­®© ¯à®¥ªæ¨¥© ¢¥ªâ®à  y ­  ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢® S. �à¨
íâ®¬ ‖y‖2 = ‖x‖2 + ‖y − x‖2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �î¡®© ¢¥ªâ®à z ∈ S ¬®¦¥â ¡ëâì à §«®¦¥­
¯® ¡ §¨áã x1, x2, . . . , xn:

z =
n∑

k=1
αkxk.

�¬­®¦ ï ª ¦¤ãî ç áâì ¯®á«¥¤­¥© ä®à¬ã«ë ­  xm ¨ ¯®«ì§ãïáì ®à-
â®­®à¬¨à®¢ ­­®áâìî ¡ §¨á  x1, x2, . . . , xn, ¯®«ãç¨¬: (z, xm) = αm.
�à®¬¥ â®£®,

‖z‖2 = (
n∑

j=1
αjxj ,

n∑

k=1
αkxk) =

=
n∑

j=1
αj(xj ,

n∑

k=1
αkxk) =

n∑

j=1
αj(

n∑

k=1
αkxk, xj) =

=
n∑

j=1
αj

[
n∑

k=1
αk(xk, xj)

]
=

n∑

j=1
|αj |2.

28



�­ ç¨â

‖y − z‖2 = (y − z, y − z) = (y, y)− (z, y)− (y, z) + (z, z) =

= ‖y‖2 −
n∑

k=1
αk(xk, y)−

n∑

k=1
αk(y, xk) + ‖z‖2 =

= ‖y‖2 −
n∑

k=1
αkαk −

n∑

k=1
αkαk +

n∑

k=1
|αk|2 ±

n∑

k=1
|λk|2 =

=
n∑

k=1
|αk − λk|2 + ‖y‖2 −

n∑

k=1
|λk|2.

�®á«¥¤­¥¥ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¡ã¤¥â ¬¨­¨¬ «ì­® ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ ¯¥à¢ ï
áã¬¬  ¢ ­�¥¬ à ¢­  ­ã«î, â. ¥. ¥á«¨ ¨ â®«ìª® ¥á«¨ αk = λk ¤«ï ¢á¥å
k = 1, 2, . . . , n. �¥¬ á ¬ë¬ à §«®¦¥­¨¥ (6) ¤®ª § ­®. �® â®£¤ 

‖y − x‖2 = ‖y‖2 −
n∑

k=1
|λk|2 = ‖y‖2 − ‖x‖2.

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .
�ãáâì x1, . . . , xn, . . . | ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥¬  ¢ «¨­¥©­®¬

¯à®áâà ­áâ¢¥ á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L ¨ x ∈ L. �¨á« 

λk = (x, xk)

­ §ë¢ îâáï ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �ãàì¥ ¢¥ªâ®à  x ®â­®á¨â¥«ì­® ®àâ®-
­®à¬¨à®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë x1, . . . , xn, . . . ,   àï¤

∞∑

k=1
λkxk

| àï¤®¬ �ãàì¥ ¢¥ªâ®à  x.
�¥®à¥¬  (­¥à ¢¥­áâ¢® �¥áá¥«ï). �á«¨ x | ­¥ª®â®àë© ¢¥ªâ®à

«¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L ¨ λk | ¥£®
ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥ª®â®à®© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®©
á¨áâ¥¬ë, â®

∞∑

k=1
|λk|2 ≤ ‖x‖2.
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�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¢¥¤ï ®¡®§­ ç¥­¨¥

Sn =
n∑

k=1
λkxk,

¢¨¤¨¬, çâ® ­  ®á­®¢ ­¨¨ ¯à¥¤ë¤ãé¥© â¥®à¥¬ë Sn ï¢«ï¥âáï ¡«¨¦ ©-
è¨¬ ª x ¢¥ªâ®à®¬ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ , ­ âï­ãâ®£® ­  ¢¥ªâ®àë x1, . . . , xn,
¯à¨ç�¥¬ ‖x− Sn‖2 + ‖Sn‖2 = ‖x‖2. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ‖Sn‖2 ≤ ‖x‖2. �á-
¯®«ì§ãï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®áâì ¢¥ªâ®à®¢ x1, . . . , xn, ¢ëç¨á«¨¬ ­®à¬ã
¢¥ªâ®à  Sn ¨ ¯¥à¥¯¨è¥¬ ¯®á«¥¤­¥¥ ­¥à ¢¥­áâ¢® ¢ ¢¨¤¥

n∑

k=1
|λk|2 ≤ ‖x‖2.

�¥à¥å®¤ï §¤¥áì ª ¯à¥¤¥«ã ¯à¨ n → +∞, ¯®«ãç¨¬ âà¥¡ã¥¬®¥.
� ¤ ç 

27. �à¥¤¨ ¢á¥å äã­ªæ¨© ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢ , ­ âï­ãâ®£® ­  ¬®­®¬ë
1, x ¨ x2, ­ ©¤¨â¥ ¡«¨¦ ©èãî ª äã­ªæ¨¨ f(x) = ex

 ) ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2[−1, 1];
¡) ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ C[−1, 1].

§ 9. �®«­®â  ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë.
� ¢¥­áâ¢® � àá¥¢ «ï. � ¬ª­ãâë¥ á¨áâ¥¬ë

�®¢®àïâ, çâ® ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ x, x1, . . . , xn,
. . . ï¢«ï¥âáï ¯®¯®«­¥­¨¥¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ x1, . . . , xn, . . . . � á¢®î
®ç¥à¥¤ì ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x1, . . . , xn, . . . ¢¥ª-
â®à®¢ £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  H ­ §ë¢ ¥âáï ¯®«­®©, ¥á«¨ ¥�¥ ã¦¥
­¥«ì§ï ¯®¯®«­¨âì, â.¥. ¥á«¨ ¥�¥ ®àâ®£®­ «ì­®¥ ¤®¯®«­¥­¨¥ á®áâ®¨â ¨§
­ã«ï.

�¥®à¥¬  (à ¢¥­áâ¢® � àá¥¢ «ï). �ãáâì x1, . . . , xn, . . . | ¯®«-
­ ï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ H. �®£¤  ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ x ¨ y ¨§ H á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

(x, y) =
∞∑

k=1
λkµk,

£¤¥ λk = (x, xk) ¨ µk = (y, xk) ï¢«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �ãàì¥
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¢¥ªâ®à®¢ x ¨ y á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � ç áâ­®áâ¨

‖x‖2 =
∞∑

k=1
|λk|2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì áã¬¬

Sn =
n∑

k=1
λkxk.

�®áª®«ìªã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x1, . . . , xn, . . . ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­ , â®

‖Sn+p − Sn‖2 =
p∑

k=1
|λn+k|2.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢  �¥áá¥«ï á«¥¤ã¥â, çâ® ç¨á«®¢®© àï¤
∞∑

k=1
|λk|2

áå®¤¨âáï. �®£« á­® ªà¨â¥à¨î �®è¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ç¨á«®¢ëå àï¤®¢ íâ®
®§­ ç ¥â, çâ® ¤«ï «î¡®£® ε > 0 ­ ©¤�¥âáï ­®¬¥à n0 â ª®©, çâ® ¤«ï
¢á¥å n ≥ n0 ¨ ¢á¥å p ¡ã¤¥â ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

p∑

k=1
|λn+k|2 < ε.

�­ ç¨â, ¤«ï «î¡®£® ε > 0 ­ ©¤�¥âáï ­®¬¥à n0 â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å
n ≥ n0 ¨ ¢á¥å p ¡ã¤¥â ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

‖Sn+p − Sn‖2 < ε.

�® íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì Sn äã­¤ ¬¥­â «ì­  ¢ £¨«ì-
¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H,   á«¥¤®¢ â¥«ì­® | áå®¤¨âáï ¢ á¨«ã ¯®«­®-
âë ¯®á«¥¤­¥£®.

�¡®§­ ç ï ¯à¥¤¥« ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ Sn ç¥à¥§ z ¨ ¨á¯®«ì§ãï
­¥¯à¥àë¢­®áâì ¨ «¨­¥©­®áâì áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, ¬®¦¥¬ ¤«ï
«î¡®£® k § ¯¨á âì

(x− z, xk) = lim
n→∞

(x− Sn, xk) = λk − λk = 0.
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�¥¬ á ¬ë¬ ¢¥ªâ®à x− z ®àâ®£®­ «¥­ ¢á¥¬ xk,   §­ ç¨â à ¢¥­ ­ã«î ¢
á¨«ã ¯®«­®âë á¨áâ¥¬ë x1, . . . , xn, . . . . � ª¨¬ ®¡à §®¬, x = z ¨«¨

x = lim
n→∞

n∑

k=1
λkxk =

∞∑

k=1
λkxk. (7)

�­ «®£¨ç­® ¬®¦¥â ¡ëâì ¤®ª § ­® à ¢¥­áâ¢®

y = lim
n→∞

n∑

k=1
µkxk =

∞∑

k=1
µkxk,

çâ® á ãç�¥â®¬ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¨ ®àâ®­®à¬¨-
à®¢ ­­®áâ¨ x1, . . . , xn, . . . ¤ �¥â

(x, y) = lim
n→∞

(Sn, y) = lim
n→∞

n∑

k=1
λkµk =

∞∑

k=1
λkµk.

� ¢¥­áâ¢® � àá¥¢ «ï ¤®ª § ­®.
�àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ á¨áâ¥¬ë, ¤«ï ª®â®àëå ¢ë¯®«­¥­® à ¢¥­áâ¢®

� àá¥¢ «ï, áâ®«ì ¢ ¦­ë, çâ® ¤«ï ­¨å ¢¢¥¤¥­® á¯¥æ¨ «ì­®¥ ­ §¢ -
­¨¥. � ¨¬¥­­®, ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ x1, . . . , xn, . . .
«¨­¥©­®£® ¯à®áâà ­áâ¢  á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ L ­ §ë¢ ¥âáï
§ ¬ª­ãâ®©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  x ∈ L á¯à ¢¥¤«¨¢® à ¢¥­áâ¢®

‖x‖2 =
∞∑

k=1
|λk|2,

£¤¥ λk = (x, xk) ï¢«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �ãàì¥ ¢¥ªâ®à  x.
� ¤ ç 

28. �ãáâì x1, . . . , xn, . . . ï¢«ï¥âáï § ¬ª­ãâ®© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­-
­®© á¨áâ¥¬®© ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬
L. �®ª ¦¨â¥, çâ® ¤«ï «î¡ëå ¢¥ªâ®à®¢ x ∈ L ¨ y ∈ L á¯à ¢¥¤«¨¢®
à ¢¥­áâ¢®

(x, y) =
∞∑

k=1
λkµk,

£¤¥ λk = (x, xk) ¨ µk = (y, xk) ï¢«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �ãàì¥
¢¥ªâ®à®¢ x ¨ y á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
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§ 10. �¨«ì¡¥àâ®¢ ¡ §¨á.
�¥®à¥¬  ® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ £¨«ì¡¥àâ®¢  ¡ §¨á 

�®®â­®è¥­¨¥ (7), ¤®ª § ­­®¥ ­ ¬¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯ à £à ä¥ ¢
¯à®æ¥áá¥ ¢ë¢®¤  à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï, ¨¬¥¥â ®ç¥­ì ¯à®áâ®© ¨ ¢ ¦-
­ë© á¬ëá«: ®­® ®§­ ç ¥â, çâ® í«¥¬¥­â x ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï á¢®¨¬ àï¤®¬
�ãàì¥. �«ï ä®à¬ã«¨à®¢ª¨ íâ®£® (ã¦¥ ¤®ª § ­­®£® ¢ § 9) ãâ¢¥à¦¤¥-
­¨ï ã¤®¡­® ¨á¯®«ì§®¢ âì á«¥¤ãîé¥¥ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥.

�àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ x1, . . . , xn, . . . «¨­¥©­®£®
¯à®áâà ­áâ¢  L á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­ §ë¢ ¥âáï £¨«ì¡¥àâ®-
¢ë¬ ¡ §¨á®¬, ¥á«¨ «î¡®© ¢¥ªâ®à x ∈ L ¬®¦¥â ¡ëâì § ¯¨á ­ ¢ ¢¨¤¥

x =
∞∑

k=1
λkxk, λk = (x, xk).

�â¬¥â¨¬ ®â«¨ç¨¥ ¯®­ïâ¨ï £¨«ì¡¥àâ®¢  ¡ §¨á  ®â ¯®­ïâ¨ï ¡ §¨á 
¢ ª®­¥ç­®¬¥à­®¬ «¨­¥©­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥: á¥©ç á ¤®¯ãáª îâáï ¡¥áª®-
­¥ç­ë¥ «¨­¥©­ë¥ ª®¬¡¨­ æ¨¨, ­¥ ¨¬¥îé¨¥ á¬ëá«  á ç¨áâ®  «£¥¡à -
¨ç¥áª®© â®çª¨ §à¥­¨ï.

�¥®à¥¬  (® ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ í«¥¬¥­â  ¥£® àï¤®¬ �ãàì¥). �áïª ï
¯®«­ ï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥ ï¢«ï¥âáï £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬ ¡ §¨á®¬ ¢ ­�¥¬.

�¥®à¥¬  (® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¨ £¨«ì¡¥àâ®¢  ¡ §¨á ). �® ¢áïª®¬ á¥-
¯ à ¡¥«ì­®¬ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ áãé¥áâ¢ã¥â £¨«ì¡¥àâ®¢
¡ §¨á, á®áâ®ïé¨© ¨§ ª®­¥ç­®£® ¨«¨ áç�¥â­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥ªâ®à®¢.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì x1, . . . , xn, . . . | áç�¥â­®¥ ¯«®â­®¥ ¯®¤-
¬­®¦¥áâ¢® á¥¯ à ¡¥«ì­®£® £¨«ì¡¥àâ®¢  ¯à®áâà ­áâ¢  H. �ëç¥àª­¥¬
¨§ íâ®£® á¯¨áª  ¢¥ªâ®à xn ¥á«¨ ®­ ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥©
¯à¥¤ë¤ãé¨å ¢¥ªâ®à®¢ x1, . . . , xn−1. �áâ ¢è¨¥áï ¢¥ªâ®àë ¯¥à¥­ã¬¥-
àã¥¬ § ­®¢®: y1, . . . , yn, . . . [�â¬¥â¨¬, çâ® ¨å ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ª®­¥ç­®¥
ç¨á«®. � â ª®¬ á«ãç ¥ ¢ ¤®ª § â¥«ìáâ¢® ¯®âà¥¡ã¥âáï ¢­¥áâ¨ ®ç¥¢¨¤-
­ë¥ ¨§¬¥­¥­¨ï.] �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¢¥ªâ®à®¢ y1, . . . , yn, . . . , ®ç¥¢¨¤-
­®, «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ . �à¨¬¥­¨¢ ª ­¥© ¯à®æ¥áá ®àâ®£®­ «¨§ æ¨¨
�à ¬  | �¬¨¤â , ¯®«ãç¨¬ ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì
z1, . . . , zn, . . . .

�ë¡¥à¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­ë© ¢¥ªâ®à x ∈ H. �®áª®«ìªã ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâì ¢¥ªâ®à®¢ x1, . . . , xn, . . . ¯«®â­  ¢ H, â® ­ ©¤�¥âáï ­¥ª®â®à ï
¥�¥ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì xnk

, áå®¤ïé ïáï ª x, â. ¥. ¤«ï «î¡®£® ε > 0
­ ©¤�¥âáï ­®¬¥à k0 â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å k ≥ k0 ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥à ¢¥­-
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áâ¢® ‖x−xnk
‖ < ε. �¤­ ª® ª ¦¤ë© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ xn ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®©

ª®¬¡¨­ æ¨¥© ¢¥ªâ®à®¢ y1, . . . , yn,   §­ ç¨â, ­ ©¤ãâáï (¢®®¡é¥ £®¢®àï
| ­¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬) â ª¨¥ ç¨á«  α1(nk), . . . , αnk

(nk), çâ®

xnk
=

nk∑

j=1
αj(nk)yj .

�à®¬¥ â®£®, ª ¦¤ë© ¨§ ¢¥ªâ®à®¢ yn ï¢«ï¥âáï «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¥©
z1, . . . , zn. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­ ©¤ãâáï (¨ ®¯ïâì ¦¥ | ­¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­ë¬
®¡à §®¬) ­¥ª®â®àë¥ ç¨á«  β1(nk), . . . , βnk

(nk) â ª¨¥, çâ®

xnk
=

nk∑

j=1
αj(nk)yj =

nk∑

j=1
βj(nk)zj .

�®« £ ï λj = (x, zj), ­  ®á­®¢ ­¨¨ â¥®à¥¬ë ® ¯à®¥ªâ¨à®¢ ­¨¨ ­ 
ª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ¯®¤¯à®áâà ­áâ¢®, ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

‖x−
nk∑

j=1
λjzj‖ ≤ ‖x−

nk∑

j=1
βj(nk)zj‖ = ‖x− xnk

‖ < ε.

�­ ç¨â,

x =
∞∑

j=1
λjzj

¨ z1, . . . , zn, . . . ï¢«ï¥âáï £¨«ì¡¥àâ®¢ë¬ ¡ §¨á®¬. �¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .
� ¤ ç 

29. �à®¢¥àìâ¥, çâ® à §«®¦¥­¨¥ ¢¥ªâ®à  ¯® £¨«ì¡¥àâ®¢ã ¡ §¨áã
¥¤¨­áâ¢¥­­®.

§ 11. �¥®à¥¬  �¨áá  | �¨è¥à . �§®¬®àä¨§¬
á¥¯ à ¡¥«ì­ëå £¨«ì¡¥àâ®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢

�§ ­¥à ¢¥­áâ¢  �¥áá¥«ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï â®£®, çâ®¡ë ç¨á«  λ1, . . . ,
λn, . . . á«ã¦¨«¨ ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �ãàì¥ ª ª®£®-«¨¡® í«¥¬¥­â  ­¥®¡-
å®¤¨¬®, çâ®¡ë àï¤

∞∑
n=1

|λn|2 (8)

áå®¤¨«áï. �ª §ë¢ ¥âáï, çâ® ¢ ¯®«­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ íâ® ãá«®¢¨¥ ­¥
â®«ìª® ­¥®¡å®¤¨¬®, ­® ¨ ¤®áâ â®ç­®. �¬¥­­®, á¯à ¢¥¤«¨¢  á«¥¤ãî-
é ï
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�¥®à¥¬  (�¨áá  | �¨è¥à ). �ãáâì x1, . . . , xn, . . . | ¯à®¨§-
¢®«ì­ ï ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®-
áâà ­áâ¢¥ H, ¨ ¯ãáâì ç¨á«  λ1, . . . , λn, . . . â ª®¢ë, çâ® àï¤ (8) áå®-
¤¨âáï. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â â ª®© ¢¥ªâ®à x ∈ H, çâ® λn = (x, xn) ¨

‖x‖2 =
∞∑

n=1
|λn|2,

â. ¥. â ª®© x, ¤«ï ª®â®à®£® λn ï¢«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �ãàì¥,
  ­®à¬  ¢ëç¨á«ï¥âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á à ¢¥­áâ¢®¬ � àá¥¢ «ï.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �®«®¦¨¬

Sn =
n∑

k=1
λkxk.

�®áª®«ìªã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì x1, . . . , xn, . . . ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­ , â®

‖Sn+p − Sn‖2 =
p∑

k=1
|λn+k|2.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, â ª ª ª ç¨á«®¢®© àï¤ (8) áå®¤¨âáï, â®, á®£« á-
­® ªà¨â¥à¨î �®è¨ áå®¤¨¬®áâ¨ ç¨á«®¢ëå àï¤®¢, ¤«ï «î¡®£® ε > 0
­ ©¤�¥âáï ­®¬¥à n0 â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å n ≥ n0 ¨ ¢á¥å p ¡ã¤¥â ¢ë¯®«-
­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

p∑

k=1
|λn+k|2 < ε.

�­ ç¨â ¤«ï «î¡®£® ε > 0 ­ ©¤�¥âáï ­®¬¥à n0 â ª®©, çâ® ¤«ï ¢á¥å
n ≥ n0 ¨ ¢á¥å p ¡ã¤¥â ¢ë¯®«­¥­® ­¥à ¢¥­áâ¢®

‖Sn+p − Sn‖2 < ε.

�® íâ® ®§­ ç ¥â, çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì Sn äã­¤ ¬¥­â «ì­  ¢ £¨«ì-
¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ H,   á«¥¤®¢ â¥«ì­® áå®¤¨âáï ¢ á¨«ã ¯®«­®âë
¯®á«¥¤­¥£®.

�¡®§­ ç ï ¯à¥¤¥« ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ Sn ç¥à¥§ x ¨ ¨á¯®«ì§ãï
­¥¯à¥àë¢­®áâì ¨ «¨­¥©­®áâì áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï, ¬®¦¥¬ ¤«ï
«î¡®£® k § ¯¨á âì

(x, xk) = lim
n→∞

(Sn, xk) = λk,
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  §­ ç¨â ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥ ¢¥ªâ®à  x à ¢­ë λk, çâ® ¨ âà¥¡®¢ -
«®áì.

�à®¬¥ â®£®, ¯® ®¯à¥¤¥«¥­¨î x ¨¬¥¥¬ ‖x − Sn‖ → 0 ¯à¨ n → ∞,
¢ â® ¢à¥¬ï ª ª á ¤àã£®© áâ®à®­ë

‖x− Sn‖2 = (x− Sn, x− Sn) = (x−
n∑

k=1
λkxk, x−

n∑

k=1
λkxk) =

= (x, x)−
n∑

k=1
|λk|2 = ‖x‖2 −

n∑

k=1
|λk|2,

  §­ ç¨â

‖x‖2 = lim
n→∞

n∑

k=1
|λk|2 =

∞∑

k=1
|λk|2.

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .
�¡à â¨â¥ ¢­¨¬ ­¨¥, çâ® æ¥­âà «ì­ ï ç áâì â¥®à¥¬ë �¨áá  |

�¨è¥à , á¢ï§ ­­ ï á áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥¬ ¢¥ªâ®à  x, ¯® áãâ¨ ¤¥«  ¡ë« 
¤®ª § ­  ­ ¬¨ à ­¥¥ ¢ § 9 ¯à¨ ¢ë¢®¤¥ ä®à¬ã«ë (7).

�¢  ¯à®áâà ­áâ¢  L ¨ K á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ­ §ë¢ îâ-
áï ¨§®¬®àä­ë¬¨, ¥á«¨ áãé¥áâ¢ãîâ ¢§ ¨¬­®-®¡à â­ë¥ «¨­¥©­ë¥ ®â®¡-
à ¦¥­¨ï A : L → K ¨ B : K → L, á®åà ­ïîé¨¥ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥-
¤¥­¨¥, â. ¥. â ª¨¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï, çâ® ¤«ï «î¡ëå ç¨á¥« α, β ¨ «î¡ëå
¢¥ªâ®à®¢ x, y ∈ L ¨ u, v ∈ K á¯à ¢¥¤«¨¢ë à ¢¥­áâ¢ 

A(αx + βy) = αAx + βAy, (9)
(x, y) = (Ax,Ay), (10)

B(αu + βv) = αBu + βBv, (11)
(u, v) = (Bu, Bv), (12)

ABu = u, BAx = x. (13)

�à¨ íâ®¬ ®â®¡à ¦¥­¨ï A ¨ B ­ §ë¢ îâáï ¨§®àä¨§¬ ¬¨ ¯à®áâà ­áâ¢
L ¨ K.

�®®â­®è¥­¨ï (9) ¨ (11) ¢ëà ¦ îâ â®â ä ªâ, çâ® ®â¡à ¦¥­¨ï A
¨ B á®åà ­ïîâ ®¯¥à æ¨¨ á«®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢ ¨ ã¬­®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ­ 
ç¨á«®, à ¢¥­áâ¢  (10) ¨ (12) | çâ® ®­¨ á®åà ­ïîâ áª «ïà­®¥ ¯à®¨§-
¢¥¤¥­¨¥,   ä®à¬ã«ë (13) | çâ® A ¨ B ï¢«ïîâáï ®¡à â­ë¬¨ ¤àã£ ª
¤àã£ã.
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�¡à â¨â¥ ¢­¨¬ ­¨¥, çâ® ¢ «¥¢®© ç áâ¨ ä®à¬ã«ë (x, y) = (Ax,Ay)
¨§ (10) áâ®¨â áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¥ªâ®à®¢ ¯à®áâà ­áâ¢  L,  
¢ ¯à ¢®© | ¯à®áâà ­áâ¢  K. �â®¡ë ¯®¤ç¥àª­ãâì íâ® ®¡áâ®ïâ¥«ì-
áâ¢®, ¬ë ¨­®£¤  ¡ã¤¥¬ § ¯¨áë¢ âì áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ L ¢ ¢¨¤¥
(x, y)L, â ª çâ® ¯®á«¥¤­ïï ä®à¬ã«  ¡ã¤¥â ¢ë£«ï¤¥âì â ª: (x, y)L =
(Ax,Ay)K .

� ¨­âã¨â¨¢­®© â®çª¨ §à¥­¨ï ¤¢  ¯à®áâà ­áâ¢  ¨§®¬®àä­ë, ¥á-
«¨ ®¤­® ¯®«ãç ¥âáï ¨§ ¤àã£®£® ¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨¥¬: ¢¬¥áâ® ¢¥ªâ®à 
x ∈ L ãá« ¢«¨¢ îâáï ¯¨á âì ¢¥ªâ®à u = Ax ∈ K. � ¢¥­áâ¢  (9){(12)
¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à¨ â ª®¬ ¯¥à¥®¡®§­ ç¥­¨¨ á®åà ­ïîâáï ®¯¥à æ¨¨
á«®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à®¢, ã¬­®¦¥­¨ï ¢¥ªâ®à  ­  ç¨á«® ¨ áª «ïà­®£® ¯à®-
¨§¢¥¤¥­¨ï. �â  ¯à®æ¥¤ãà  ­ ¯®¬¨­ ¥â ¤®á«®¢­ë© ¯¥à¥¢®¤ á ®¤­®£®
ï§ëª  ­  ¤àã£®©. �à¨ íâ®¬ ­¨ª ª ï ¨­ä®à¬ æ¨ï ­¥ â¥àï¥âáï: á ¯®-
¬®éìî ®â®¡à ¦¥­¨ï B ¢á¥£¤  ¬®¦­® á¤¥« âì \®¡à â­ë© ¯¥à¥¢®¤".
�®íâ®¬ã ¨­®£¤  £®¢®àïâ, çâ® ¨§®¬®àä­ë¥ ¯à®áâà ­áâ¢  ­¥à §«¨ç¨-
¬ë. �¥¬ ã¤¨¢¨â¥«ì­¥¥ ¢ë£«ï¤¨â á«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬ .

�¥®à¥¬  (®¡ ¨§®¬®àä¨§¬¥ á¥¯ à ¡¥«ì­ëå £¨«ì¡¥àâ®¢ëå ¯à®-
áâà ­áâ¢). �î¡®¥ ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ª®¬¯«¥ªá­®¥ (á®®â¢¥âáâ¢¥­­®
| ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥) á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨§®¬®àä-
­® ª®¬¯«¥ªá­®¬ã (á®®â¢. | ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ã) ¯à®áâà ­áâ¢ã l2.

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �ãáâì H | ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à­®¥ ª®¬¯«¥ªá­®¥
á¥¯ à ¡¥«ì­®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢®. �®áª®«ìªã H á¥¯ à¡¥«ì­®
¨ £¨«ì¡¥àâ®¢®, â® ¢ ­�¥¬ áãé¥áâ¢ã¥â £¨«ì¡¥àâ®¢ ¡ §¨á, á®áâ®ïé¨© ¨§
ª®­¥ç­®£® ¨«¨ áç�¥â­®£® ¬­®¦¥áâ¢  ¢¥ªâ®à®¢. �¢¨¤ã ¡¥áª®­¥ç­®¬¥à-
­®áâ¨ H, íâ®â ¡ §¨á á®¤¥à¦¨â ¨¬¥­­® áç�¥â­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥ªâ®à®¢.
�¡®§­ ç¨¬ ¥£® ç¥à¥§ x1, . . . , xn, . . . .

� ¯à®áâà ­áâ¢¥ H § ¤ ¤¨¬ ®â®¡à ¦¥­¨¥ A ¯® ä®à¬ã«¥

Ax = (λ1, . . . , λn, . . . ),

£¤¥ λn = (x, xn) ∈ C, â. ¥. ®â®¡à ¦¥­¨¥, á®¯®áâ ¢«ïîé¥¥ ª ¦¤®¬ã
¢¥ªâ®àã x ∈ H ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì ¥£® ª®íää¨æ¨¥­â®¢ �ãàì¥. �
á¨«ã ­¥à ¢¥­áâ¢  �¥áá¥«ï, àï¤

∞∑
n=1

|λn|2

áå®¤¨âáï,   §­ ç¨â A ®â®¡à ¦ ¥â H ¢ l2.
�¨­¥©­®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï A ®ç¥¢¨¤­ . �®« £ ï Ay =
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(µ1, . . . , µn, . . . ), ¡ã¤¥¬ ¨¬¥âì

(x, y)H =
∞∑

n=1
λnµn = (Ax,Ay)l2 ,

£¤¥ «¥¢®¥ à ¢¥­áâ¢® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨§ á¥¡ï à ¢¥­áâ¢® � àá¥¢ «ï,   ¯à -
¢®¥ | ®¯à¥¤¥«¥­¨¥ áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï ¢ l2. � ª¨¬ ®¡à §®¬, A
á®åà ­ï¥â áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥.

�â®¡à ¦¥­¨¥ B : l2 → H ¯®áâà®¨¬ á ¯®¬®éìî â¥®à¥¬ë �¨áá  |
�¨è¥à : ¥á«¨ (λ1, . . . , λn, . . . ) ¯à¨­ ¤«¥¦¨â l2, â® àï¤

∞∑
n=1

|λn|2

áå®¤¨âáï,   §­ ç¨â ¢ H ­ ©¤�¥âáï ¢¥ªâ®à x ¤«ï ª®â®à®£® ç¨á«  λ1, . . . ,
λn, . . . ï¢«ïîâáï ª®íää¨æ¨¥­â ¬¨ �ãàì¥ ®â­®á¨â¥«ì­® ¡ §¨á  x1, . . . ,
xn, . . . . �£® ¨ á®¯®áâ ¢¨¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ ç¨á¥« λ1, . . . , λn, . . . .
�®à®ç¥ £®¢®àï, ¬ë ¯®« £ ¥¬

B(λ1, . . . , λn, . . . ) = x =
∞∑

n=1
λnxn.

�¨­¥©­®áâì ®â®¡à ¦¥­¨ï B, á®åà ­¥­¨¥ ¨¬ áª «ïà­®£® ¯à®¨§¢¥-
¤¥­¨ï,   â ª¦¥ á¢®©áâ¢  AB(λ1, . . . , λn, . . . ) =
= (λ1, . . . , λn, . . . ), BAx = x ®ç¥¢¨¤­ë.

� á«ãç ¥ ª®¬¯«¥ªá­ëå ¯à®áâà ­áâ¢ â¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .
�â®¡ë à áá¬®âà¥âì á«ãç © ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ¢ ¤®ª § â¥«ì-
áâ¢® ­ã¦­® ¢­¥áâ¨ ®ç¥¢¨¤­ë¥ ¨§¬¥­¥­¨ï. �¤¥« âì íâ® ¯à¥¤®áâ ¢«ï¥¬
ç¨â â¥«î.

� ¤ ç 

30. �à®¢¥àìâ¥, çâ® ¢ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ áã¬¬  ¢­ãâà¥­-
­¨å ã£«®¢ «î¡®£® âà¥ã£®«ì­¨ª  à ¢­  π.

§ 12. �à¨â¥à¨© ¯®«­®âë ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®©
á¨áâ¥¬ë ¢ á¥¯ à ¡¥«ì­®¬ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥
�«¥¤ãîé ï â¥®à¥¬  ¢ ®¯à¥¤¥«�¥­­®¬ á¬ëá«¥ ¯®¤¢®¤¨â ¨â®£ ¯à¥¤-

¯à¨­ïâ®¬ã ­ ¬¨ ¨§ãç¥­¨î ¯®«­ëå ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­ëå ¯®á«¥¤®¢ -
â¥«ì­®áâ¥©.
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�¥®à¥¬  (ªà¨â¥à¨© ¯®«­®âë ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë ¢ á¥-
¯ à ¡¥«ì­®¬ £¨«ì¡¥àâ®¢®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥). �ãáâì H | á¥¯ à ¡¥«ì-
­®¥ £¨«ì¡¥àâ®¢® ¯à®áâà ­áâ¢® ¨ x1, . . . , xn, . . . | ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­-
­ ï á¨áâ¥¬  ¢¥ªâ®à®¢ ¢ ­�¥¬. �®£¤  á«¥¤ãîé¨¥ ãá«®¢¨ï íª¢¨¢ «¥­â-
­ë:

1) á¨áâ¥¬  x1, . . . , xn, . . . ¯®«­ ;
2) á¨áâ¥¬  x1, . . . , xn, . . . § ¬ª­ãâ ;
3) ¤«ï «î¡®£® ¢¥ªâ®à  x ∈ H á¯à ¢¥¤«¨¢® à §«®¦¥­¨¥

x =
∞∑

n=1
λnxn, (14)

£¤¥ λn = (x, xn) | ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥ ¢¥ªâ®à  x ®â­®á¨â¥«ì­®
®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë x1, . . . , xn, . . . .

�®ª § â¥«ìáâ¢®. �¬¯«¨ª æ¨ï 1)⇒ 2) á«¥¤ã¥â ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­®
¨§ à ¢¥­áâ¢  � àá¥¢ «ï.

�¬¯«¨ª æ¨î 2) ⇒ 3) ¤®ª ¦¥¬ à ááã¦¤ ï ®â ¯à®â¨¢­®£®,â. ¥. ¤®-
¯ãáâ¨¬, çâ® á¨áâ¥¬  x1, . . . , xn, . . . § ¬ª­ãâ , ­® áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥ªâ®à
x ∈ H, ¤«ï ª®â®à®£® à §«®¦¥­¨¥ (14) ­¥¢¥à­®. �§ ­¥à ¢¥­áâ¢  �¥á-
á¥«ï á«¥¤ã¥â, çâ® ¥á«¨ λn = (x, xn), â®

∞∑
n=1

|λn|2 ≤ ‖x‖2 < +∞,

  §­ ç¨â, ¢ á¨«ã â¥®à¥¬ë �¨áá |�¨è¥à , àï¤
∞∑

n=1
λnxn

áå®¤¨âáï ¢ H ª ­¥ª®â®à®¬ã ¢¥ªâ®àã, ª®â®àë© ¬ë ®¡®§­ ç¨¬ ç¥à¥§ y.
�®£¤ , á ®¤­®© áâ®à®­ë, ‖x − y‖ 6= 0, â.ª. ¬ë ¯à¥¤¯®«®¦¨«¨, çâ®
à ¢¥­áâ¢® (14) ­¥¢¥à­®. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥
(®¡®§­ ç ¥¬ë¥ ¤ «¥¥ ç¥à¥§ µn) ¢¥ªâ®à  x− y à ¢­ë ­ã«î:

µn = (x− y, xn) =
(

x−
∞∑

k=1
λkxk, xn

)
=

= λn −
∞∑

k=1
λk(xk, xn) = λn − λn = 0.
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�à¨è«¨ ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î á § ¬ª­ãâ®áâìî á¨áâ¥¬ë x1, . . . , xn, . . . :

0 6= ‖x− y‖2 =
∞∑

n=1
|µn|2 = 0,

ª®â®à®¥ ¨ ¤®ª §ë¢ ¥â, çâ® ãá«®¢¨¥ 2) ¢«¥ç�¥â 3).
�¬¯«¨ª æ¨î 3)⇒ 1) â ª¦¥ ¡ã¤¥¬ ¤®ª §ë¢ âì ®â ¯à®â¨¢­®£®, â. ¥.

¤®¯ãáâ¨¬, çâ® à §«®¦¥­¨¥ (14) ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¤«ï ¢á¥å x ∈ H, ­® á¨áâ¥-
¬  x1, . . . , xn, . . . ­¥¯®«­ , â. ¥. áãé¥áâ¢ã¥â ­¥­ã«¥¢®© ¢¥ªâ®à z ∈ H,
®àâ®£®­ «ì­ë© ª ¦¤®¬ã ¢¥ªâ®àã xn. �®£¤  ¢á¥ ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥
¢¥ªâ®à  z à ¢­ë ­ã«î, ¨ à ¢¥­áâ¢® (14) ¯à¨¢®¤¨â ª ¯à®â¨¢®à¥ç¨î:

0 6= z =
∞∑

n=1
0 · xn = 0.

�¥®à¥¬  ¤®ª § ­ .

§ 13. �à¨£®­®¬¥âà¨ç¥áª ï á¨áâ¥¬  äã­ªæ¨© ª ª
¯à¨¬¥à ¯®«­®© ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© á¨áâ¥¬ë ¢ L2([−π, π])

� ª ¨§¢¥áâ­®, ¢ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2([−π, π]), á®áâ®ï-
é¥¬ ¨§ ¢¥é¥áâ¢¥­­®-§­ ç­ëå äã­ªæ¨©, ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå á ª¢ ¤à â®¬,
áª «ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢¢®¤¨âáï á ¯®¬®éìî à ¢¥­áâ¢ 

(f, g) =
∫ π

−π

f(t)g(t) dt.

�à¨ íâ®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì äã­ªæ¨©

1
2√π

,
1√
π

sin t,
1√
π

cos t,
1√
π

sin 2t,
1√
π

cos 2t, . . .

. . .
1√
π

sin nt,
1√
π

cos nt, . . .

(15)

®àâ®­®à¬¨à®¢ ­  ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2([−π, π]),   ª®íää¨æ¨¥­âë �ãàì¥
äã­ªæ¨¨ f ¨§ L2([−π, π]) ¢ëç¨á«ïîâáï ¯® ä®à¬ã« ¬

αn = 1√
π

∫ π

−π

f(t) cos nt dt, n = 0, 1, 2, . . . ,

βn = 1√
π

∫ π

−π

f(t) sin nt dt, n = 1, 2, . . . .

(16)
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� ¢¥­áâ¢® � àá¥¢ «ï, § ¯¨á ­­®¥ ¢ áâ¨«¥ § 9, ¢ë£«ï¤¨â â ª:
∫ π

−π

f2(t) dt = α0
2 +

∞∑
n=1

(αn
2 + βn

2),

çâ® «¨èì ®¡®§­ ç¥­¨ï¬¨ ®â«¨ç ¥âáï ®â à ¢¥­áâ¢  �ï¯ã­®¢ 

1
π

∫ π

−π

f2(t) dt = a02

2 +
∞∑

n=1
(an

2 + bn
2),

¨§¢¥áâ­®£® ¢ ¬ ¨§ â¥¬ë \�ï¤ë �ãàì¥".
� «¥¥, ¯®áª®«ìªã ¤«ï á¨áâ¥¬ë (15) ¢ë¯®«­ï¥âáï à ¢¥­áâ¢® � à-

á¥¢ «ï, â® ®­  ¯®«­ ,   §­ ç¨â «î¡ ï äã­ªæ¨ï f ∈ L2([−π, π]) à §« -
£ ¥âáï ¢ àï¤ �ãàì¥ ¯® ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­®© ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ (15):

f(t) = α0
2√π

+ 1√
π

∞∑
n=1

αn cos nt + 1√
π

∞∑
n=1

βn sin nt,

çâ®, ¢ á®¢®ªã¯­®áâ¨ á (16), «¨èì à ááâ ­®¢ª®© ¬­®¦¨â¥«¥© 1/
√

π ®â-
«¨ç ¥âáï ®â ä®à¬ã« �©«¥à  ¨ à §«®¦¥­¨ï äã­ªæ¨¨ ¢ àï¤ �ãàì¥,
§­ ª®¬®£® ¢ ¬ ¯® â¥¬¥ \�ï¤ë �ãàì¥":

f(t) = a0
2 +

∞∑
n=1

(an cos nt + bn sin nt),

an = 1
π

∫ π

−π

f(t) cos nt dt, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn = 1
π

∫ π

−π

f(t) sin nt dt, n = 1, 2, . . . .

�­ «®£¨ç­® ¬®¦­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® á¨áâ¥¬  äã­ªæ¨©

xn(t) = 1√
2π

eint,

£¤¥ n ¯à®¡¥à ¥â ¢á¥ æ¥«ë¥ ç¨á« , ®àâ®­®à¬¨à®¢ ­­  ¨ ¯®«­  ¢ ª®¬-
¯«¥ªá­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥ L2([−π, π]) á® áª «ïà­ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥¬

(f, g) =
∫ π

−π

f(t)g(t) dt,
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  ¨§¢¥áâ­ë¥ ¯® â¥¬¥ \�ï¤ë �ãàì¥" ä®à¬ã«ë

f(t) =
+∞∑

n=−∞
cneint, cn = 1

2π

∫ π

−π

f(t)e−int dt,

1
2π

∫ π

−π

|f(t)|2 dt =
+∞∑

n=−∞
|cn|2,

ï¢«ïîâáï ç áâ­ë¬ á«ãç ¥¬ à áá¬®âà¥­­ëå ¢ íâ®¬ ¯®á®¡¨¨. [� ¯®¬-
­¨¬, çâ® \¤¢ãáâ®à®­­¨©" àï¤

+∞∑
n=−∞

ωn (17)

­ §ë¢ ¥âáï áå®¤ïé¨¬áï, ¥á«¨ áå®¤ïâáï ®¡  àï¤ 
+∞∑
n=0

ωn ¨
+∞∑
n=1

ω−n.

�à¨ íâ®¬ áã¬¬®© àï¤  (17) ­ §ë¢ îâ ç¨á«®
+∞∑
n=0

ωn +
+∞∑
n=1

ω−n,

®¡®§­ ç ¥¬®¥ ç¥à¥§
+∞∑

n=−∞
ωn.]

�â¬¥â¨¬ ®á®¡®, çâ® ¢ëè¥¨§«®¦¥­­®¥ ­¥ ¤ �¥â ®á­®¢ ­¨© á®¦ -
«¥âì ® ¢à¥¬¥­¨, ¯®âà ç¥­­®¬ ­  ¨§ãç¥­¨¥ â¥¬ë \�ï¤ë �ãàì¥". �§
®¡é¥© â¥®à¨¨ £¨«ì¡¥àâ®¢ëå ¯à®áâà ­áâ¢, ¨§«®¦¥­­®© ¢ ¤ ­­®¬ ¯®á®-
¡¨¨, ­¨ç¥£® ­¥ ¢ëâ¥ª ¥â ® ¯®â®ç¥ç­®© áå®¤¨¬®áâ¨ àï¤®¢ �ãàì¥, á¢ï§¨
¬¥¦¤ã £« ¤ª®áâìî äã­ªæ¨¨ ¨ áª®à®áâìî áå®¤¨¬®áâ¨ ¥�¥ àï¤  �ãàì¥,
ï¢«¥­¨¨ �¨¡¡á  ¨ â®¬ã ¯®¤®¡­ëå ¢¥é å, à áá¬®âà¥­­ëå ¢ â¥¬¥ \�ï-
¤ë �ãàì¥".
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